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Pérmbledhje

Né kété artikull pérkufizohen pér heré té paré paragitjet e v-gjysmégrupeve né terma té
pérftuesve dhe relacioneve dhe jepet njé kondité fundshmérie pér sistemin e reduktimit gé
i shogérohet njé paraqitjeje té dhéné. Gjithashtu tregohet se tek ¢do po-gjysmégrup S me
pérftim té fundém qgé kénag konditén e minimalitetit pér bi-idealet e renditur ¢do
kongruencé K gé pérmban relacionin B éshté me indeks té fundém. Prej késaj jané
deduktuar dy rrjedhime qé kané té béjné me zbérthyeshméringé e po-gjysmégrupeve si
semilatisa po-gjysmégrupesh B -té thjeshté.

Fjalékyce:v-gjysmégrup, po-gjysmégrup, paraqitje, sistem reduktimi, indeks i fundém,
me pérftim té fundém, zbérthim semilatise.

Abstract

In this paper it is defined for the first time the concept of a presentation for a v-semigroup
in terms of generators and relations and it is given a finiteness condition for the reduction
system associated with any given presentation. Also it is shown that in any finitely
generated po-semigroup S which satisfies the minimal condition on principal bi-ideals,
any congruence K that contains the relation B is of finite index in S. We deduce from
this two corollaries regarding the decompositions of po-semigroups as semilattices of B
-simple po-semigroups.

Key words: Vv-semigroup, po-semigroup, presentation, reduction system, finite index,
finitely generated, semilattice decomposition.

1 Hyrje

Né rastin e paragitjeve té gjysmégrupeve té zakonshém veprohet duke thyer njé
gjysmégrup té liré F(X) mbi X pér kongruencén R¥ & pérftuar nga njé bashkési
relacionesh R qé pér saktési &shté njé bashkeési ciftesh nga F(X)xF(X). Atéheré

gjysmégrupi faktor F(X)/R# do té thuhet se ka paragitje (X:R) ku X éshté
bashkésia e pérftuesve dhe R ajo e relacioneve ose relatoréve. Kjo pérgasje
déshton né rastin e gjysmégrupeve té renditur sepse né pérgjithesi faktori i njé
gjysmegrupi té renditur sipas njé kongruence nuk éshté mé njé po-gjysmégrup.
Konstatimi i paré i késaj anomalie &shté béré nga (Kehayopulu & Tsingelis,
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1995/1). Mé tej té njéjtét autoré kané studiuar té ashtéquajturat pseudo-renditje
tek po-gjysmégrupet té cilat per fat té keq nuk lejojné pérkufizimin e paragitjeve
té fundme pasi bashkésia e relacioneve gé pérbéjné pseudo-renditjen éshté e
pafundme. Gjithashtu kongruencat e rregullta dhe fortésisht té rregullta té
studiuara nga (Xie Xiang-Yun. 2000) nuk jané té pérshtatshme pér pérkufizimin
e paragitjeve té po-gjysmégrupeve pasi ato jané ngushtésisht té& lidhura me
pseudo-renditjet e (Kehayopulu & Tsingelis, 1995/1). Eshté provuar né fakt se p
éshté kongruencé e rregullt né njé po-gjysmégrup vetém né qofté se ekziston njé

pseudo-renditje o e tillé gé p = ama_l. Edhe rezultatet e métejshme té (Xie
Xiang-Yun. 2008) jané né té njéjtén linjé me ato té (Xie Xiang-Yun. 2000). Pér
kéto arsye né vendosém té ndjekim njé pérgasje tjetér. Pérpara se té shpjegojmé
rrugén gé do té ndjekim, do té paragesim kétu njé version tjetér té zhytjes sé dhéné
tek (Kehayopulu, et.al. 2006) té njé po-gjysmégrupi tek njé le-gjysmégrup i ploté
dhe distributiv. Né qofté se (S, <) éshté njé po-gjysmégrup gé ka element mé té
vogél i cili éshté njékohésisht edhe zero e shumézimit, quajmé cI>¢(S)
nénbashkésiné e Hi(S) qé ka pér elementé bashkésité e poshtme (A] ku Ac'S
éshté bashkési e fundme. Lidhur me veprimin o t& shumézimit té pércaktuar tek
(Kehayopulu, etal, 2006), @*(S) formon néngjysmégrup té TI*(S). Ky
néngysmégrup éshté po-gjysmégrup lidhur me pérfshirjen dhe pér t& kemi
ekzistencén e superioréve té fundém. Konkretisht, pér ¢do familje té fundme
(Ai]ecbi(S) ku iel dhe I e fundme, nga (Kehayopulu, et.al, 2006) shihet se
Via (A= (Ui A1 dhe megénése secila prej A -ve éshté e fundme, atéheré
(Ui Ale®@ ¥ (S). Ndérkaq éshté e garté qé «(S)c @ *(S) ku ¢ éshté zhytja e
pércaktuar tek (Kehayopulu, et.al, 2006). Pra pérfundimisht mund té themi se ¢do
po-gjysmégrup s zhytet tek v -gjysmégrupi @ *(S) i bashkésive té fundme té
poshtme.

2 Paraqitjet e v-gjysmégrupeve dhe pérfundueshméria e tyre

Le té supozojmé se (X,<) éshté njé bashkési e renditur dhe (F(X),,<) po-
gjysmégrupi i liré me bazé (X,<) i ndértuar tek (Pin, & Weil, 2002). Tek
(Shasivari, A., Pasku, E. (2017)) éshté ndértuar v -gjysmégrupi i ploté nga sipér i
liré (Hi(F(X)),O,g) me bazé bashkésiné e renditur té dhéné (X,<). Elementét e
kétij v -gjysmégrupi jané bashkésité e poshtme (A], renditja éshté pérfshirja dhe
shumézimi éshté dhéné me anén e barazimit (A]- (B] = (AB]. Né qofté se né vend
té H¢(F(X)) marrim nén v -gjysmégrupin d>¢(F(X)) té pércaktuar mé sipér,
atéherée @ *(F(X)) nuk éshté mé v i ploté sic ishte HL(F(X)) por pér té
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ekzistojné superiorét e fundém. Gjithashtu @ i(F(X)) éshté i liré me bazé (X,<)

né kategoriné me objekte po-gjysmégrupet distributivé tek té cilét ekzistojné
superiorét e fundém dhe morfizma homomorfizmat gé ruajné superiorét e fundém.

E mira e q>¢(F(X)) éshté gé lidhur me o dhe v formon njé O -algjebér
(@ ¢(F(X)),o,v) dhe sic dihet nga Teorema 3.5 e (Cohn, 1965) faktori A/p i njé
Q-algjebre A pér njé kongruencé p cfardo né A jep pérséri njé Q -algjebér té
té njéjtit lloj me A. Ekziston njé rezultat tek (Cohn, 1965) analog me até té

Pohimit 1.5.8 tek (Howie, 1995) gé pérshkruan kongruencén R* t& pérftuar nga
njé bashkési relacionesh né njé gjysmégrup S . Rezultati né fjalé éshté Teorema

6.2 e cila pohon se bashkésia X, (A) e té gjithé kongruencave né njé Q -algjebér
A éshté njé sistem algjebrik i mbyllur gé do té thoté se X, (A) pérputhet me
B (A?) ku I' éshté njé fushé operatorésh né A? dhe B (A?) éshté bashkésia e

té gjithé nén I -algjebrave t& A? lidhur me operatorét I". Mé poshté do té
tregojmé me hollési se si pérdoret ky rezultat pér té gjetur se kush éshté
kongruenca mé e vogél né njé Q -algjebér A gé pérmban njé bashkési té dhéné

R . Mé pas do ta pérdorim kété pérshkrim té adaptuar pér rastin e (@ * (F(X)),o,v)

Pér t& vértetuar barazimin X, (A) =B (A?) tek teorema 6.2 e (Cohn, P.M.
(1965))duhet pércaktuar I né ményré té pérshtatshme. Pér kété jané pércaktuar
kéto operatoré
(M Pér cdo a< A njé veprim0-or A= A(a) itillégé A1=(a,a);
(i) Njé operator 1-or u itille gé w(x,y)=(y,X);
(iii) Njé operator 2-or v i tillé gé
v((x, Y), (z,1)) = (x,t) né qofté se y = z dhe (X, y) pémdryshe.

(iv) Pércdo weQ(n+1) ku n>0, pér¢do n-she (a,...a,) nga A dhe
pér c¢do i=1,...n+1, é&shté pércaktuar njé operator 1-or
p=plway,..a,i) itillé gé

P Y) = (@@, i1, % &), 8n), @@, i1, Y, Q20 )
Eshté e garté se njé kongruencé né A nuk éshté gjé tjetér vegse njé nén-algjebér
e AxA lidhur me operatorét ', pra njé element i B(A?). Kjo sjell gé pér ¢do

bashkési R relacionesh né A, domethéné pér ¢do nénbashkési t& AxA,
kongruenca né A e pérftuar nga R éshté prerja e té gjithé nénalgjebrave té

BF(AZ) gé pérmbajné R -né. Rrjedhimisht, pér té pérftuar kongruencén né fjalé,
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né fillim ndértojmé bashkésiné R® qé éshté bashkimi i t& gjitha p(x,y) ku
(x,y)eR, weQ(n+1), n>0, dhe (a,,,a,) njé n-she cfardo nga A. Pastaj
aplikojmé mbi cdo element t¢ R® sé ndértuar opératorét 1, u dhe v duke
pérftuar késhtu njé bashkési té re (R®)® qé éshté ekuivalenca e pérftuar nga R°.
Nga pérkufizimi i kongruencés kemi gé (R®)® = R*. Ky rezultat éshté analogu i
atij té ndértimit t& kongruencave tek (Howie, J. M.. (1995)).

Le té jeté tani (S,,<) njé v -gjysmégrup. Do té themi se ¢ifti ((X,<),R) é&shté njé
paragitje e (S,,<) né gofté se (X,<) éshté njé bashkési e renditur, R éshté njé
nénbashkési e @ ¥ (F(X))? dhe S =® ¥ (F(X))YR* . Né qofté se X éshté i fundém

atéheré do té themi se s éshté me pérftim té fundém, dhe né qofté se pér mé tepér
R éshté e fundme, do té themi se S &shté me paragitje té fundme.

Skema e pérgjithshme e pérshkruar mé lart pér ndértimin e kongruencés sé
pérftuar nga njé relacion i dhéné né njé Q -algjebér ¢fardo, mund té adaptohet

lehtésisht né rastin e @ i(F(X)) té konsideruar si Q -algjebér me dy veprime, o
dhe v . Fillimisht, pér ¢cdo relacion (U], (V]) nga R -ja, krijojmé dy bashkési,

{(W]e UTe W, ], WiJo (Ve W, D) | (W, ], W, ] € @ i(F(X))}
dhe

LWV UTv (Wol, WaTv (VTv (W, D) | (W], (W] € @ (X)),

e mé pas marrim bashkimin e bashkésive té tilla t& ndértuara pér té gjitha ciftet
(U1, (V] nga R -ja, bashkim i cili jep R®, dhe mé pas merret ekuivalenca e
pérftuar nga kjo e fundit.

Lidhur me kongruencén e pércaktuar nga R mund té percaktojmé njé sistem
reduktimi (Z,—) ku == i(F(X)) dhe derivimet njé-hapéshe o, — o, jané dy
llojesh:
o1 = WileU]eW,] 05 = Wi]o (V]o (W, ]dhe (U] (V]) e R,
ose
op =W lv U]v W] 0, = W]V (V]v W, ]dhe (U], (V]) e R

Né qofté seR éshté njé bashkési zbritése relacionesh né sensin gé pér cdo
(U], (VD) eRté kemivueU,3veV,u>v, atéheré o, — o, sjell ¢ o, c o,.
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Njé rast mé i pérgjithshém paragitjesh sesa ato me pérftim té fundém éshté ai kur
bashkeésia e renditur (X,<) éshté Noteriane né sensin gé né X nuk ekziston asnjé

zinxhir zbrités i pafundém. Pér té tilla paragitje ka vend lema e méposhtme.

Lemé 2.1 Néqofté se (X,<) éshté njé bashkési e renditur Noteriane, atéheré
bashkésia e renditur (F(X),<) éshté gjithashtu Noteriane.

Veértetim. Do té vértetojmé se ¢do zinxhir

uxu >u, >.. (N.1)

2

né F(X) pérfundon. Vértetimi do té béhet me induksion sipas gjatésisé sé u. Né
rastin kur gjatésia éshté 1, atéheré fjalét u, pér k>1 jané shkronja, rrjedhimisht
nga fakti gé (X,<) éshté Noterian marrim se zinxhiri né fjalé né kété rast

pérfundon. Supozojmé tani pér induksion se pohimi vlen pér fjalét me gjatési n
dhe duam ta provojmé pér ato me gjatési n+1. Késhtu gjatésia e u éshté n+1. Le
té jeté pér ¢do k=1, x shkronja e paré e fjalés u, dhe x shkronja e paré e fjalés

u . Pér kéto shkronja kemi zinxhirin

X=X, =X, >

i cili nga supozimi pér bashkésiné e renditur (X,<) pérfundon, té themi né y dhe
kjo ndodh tek fjala u_. Konsiderojmé tani zinxhirin

u'zu >u, > (N.2)

ku u' éshté pérftuar nga u duke larguar X me té cilin fillon, ndérsa pér
k=1..n-1 u_@&shté pérftuar nga u, duke larguar x_ me t& cilén fillon dhe pér

k>n, u_pérftohet nga u, duke larguar y me té cilin fillon. Mirépo né kété rast
gjatésia e u' éshté n dhe atéheré nga supozimi induktiv do té€ kemi qé zinxhiri
(N.2) pérfundon, le té themi tek u'p. Tani éshté e garté gé zinxhiri i dhéné (N.1)

do té pérfundojé tek fjala u = yu .m

Rast me interes paraqgitjesh éshté ai kur relacionet (U,V) té R -sé jané té tilla gé
U={u} dhe V={} ku uveF(X) té tilla g¢ u>v. Pér té paré nése sistemi i
reduktimit né raste si ky éshté Noterian ne mund té shmangim derivimet e llojit te
dyté duke vepruar né kété meényré. Shkruajmé(A] né formén v, .(a],

transformojmé secilén (a] tek njé e pareduktueshme (a,] dhe pastaj marrim
Vaea(@]=(Usca8o] € cila éshté veté e pareduktueshme. Né rastin mé té
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pérgjithshém té relacioneve zbrités ¢do (A] mund té reduktohet tek njé (B] e

pareduktueshme modulo bashkésiné e derivimeve té llojit té dyté. Pra problemi i
reduktimit te njé element (A] té dhéné tek njé (B] i pareduktueshém sillet tek

verifikimi pér derivimet e llojit té paré. Teorema 2.2 gé vijon konfirmon se ¢do
(AleF l(F(X)) éshté ekuivalent modulo R me njé (B] e cila éshté e
pareduktueshme. E théné ndryshe, sistemi (X, —) éshté Noterian.

Teoremé 2.2 Né qofté se bashkésia e renditur (X,<) &shté Noteriane dhe R é&shté
njé bashkési zbritése relacionesh, atéheré sistemi i reduktimit (3, —) éshté sistem
Noterian.

Vértetim. Supozojmé se ekziston njé zinxhir i pafundém zbrités me derivime té
lojit té paré

0L —>0) —>...=> 0 —> 0y —> (N.3)
gé i shkruar ndryshe do té ishte

(Al=> Al = > (Al = (Al =
Kétij zinxhiri i korrepsondon vargu jo-rrités i bashkésive té poshtme

Al2A&]lo..2Al2AL]2. (N.4)

Vémé re nuk mund té ndodhé gé ky varg zbrités té stabilizohet pas njéfare indeksi
n, pasi po té ishte ashtu do té kishim nénvargun

(Al = (Al =
dhe ndérkaq kétij i korrespondon né krahun tjetér nénvargu rigorozisht zbrités

Op >0 -
Asnjé nga derivimet o; — oy, Mé lart nuk mund té jeté i llojit té paré pasi né até
rast do té kishim gé ¢do element i A, do té ishte rigorozisht poshté njé elementi
té A e pérpasojé (A,;1<(A] pérkundér barazimeve té supozuara mé lart. Nga
ana tjetér asnjé nga derivimet o, — o;,; nuk éshté i llojit t& dyté pasi kjo do té
binte ndesh me kushtin. Késhtu mbetet gé vargu (N.4) té mos stabilizohet askund.
Né kushtet tona ¢do derivim (A]— (A ] tek (N.3) do t& ishte i formés

W, -U-W,]>W,-V-W,] ku pér ¢cdo ueU ekziston njé veV e tillé g¢ u>v.
Kjo do té thoté qé cdo wuw, € A, ekziton njé wve, € A | etillé gé ouw, > ovo,
. Nga kjo rrjedh se mund té gjendet njé zinxhir zbrités

a >a,>.. (N.5)
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né F(X) ku a € A péredo i >1. Por kjo kundérshton rezultatin e lemés 2.1 e pér
pasojé konkludojmé se (N.3) pérfundon. m

Njé anomali gé i bén sistemet e reduktimit jo Noteriane éshté ekzistenca e cikleve.
Lema 2.2.5 e (Baader & Nopkow, 1998) pohon se ¢do sistem reduktimi i cili éshté
globalisht i fundém dhe aciklik, éshté edhe Noterian. Kjo tregon se mungesa e
cikleve sé bashku me fundshmériné globale do té sillnin pérfundueshméringé. Mé
tej do té shohim se me ¢faré éshté ekuivalente mungesa e cikleve né terma té
teorisé sé gjysmégrupeve.

Né tezén e tij té doktoratés (Pasku, 2006/1) Pasku i shogéroi ¢do sistemi reduktimi
(Z,—) njé nénmonoid P té monoidit té ploté té transformimeve T (X) té

bashkésisé ~ né ményrén e méposhtme:
P={r eT(X):r(a) =b vetém né gofté se b éshté pasardhés ia ose a =b}.

Eshté e qarté gé, lidhur me kompozimin e transformimeve, P formon njé
nénmonoid t& T (X) i cili quhet monoidi i reduktimeve té (Z,—). Qéllimi aty ka
géné studimi i sistemeve Noteriane dhe konfluente me mjete té teorisé sé
gjysmégrupeve. Si¢ e thamé mé lart, kétu do té tentojmé té njéjtén gjé por lidhur
me pérfundueshmeriné.

Konsiderojmé koproduktin PP né kategoriné e monoidéve té P me veten e vet.
ME tej, le té jeté Zx grupi i liré abelian me bazé . Cdo r <P pércakton njé
endomorfizém [r] € End(ZZ) té dhéné nga barazimi

[21Q zia) = D zi7(a).

iel iel
Né kété ményré pércaktohet njé homomorfizém
@:P—>End(Z2) i tillegé 1 [r]

Ky homomorfizém bén t& mundur ekzistencén e produktit gjysém té drejté
ZZx_ P.
4

Pér ¢cdo aeX pércaktojmé tani
Ay 1P —ZEx, P
té tillé qé
> (a—1(a), 7).
Ky éshté homomorfizém pasi pér r, dhe z, nga P nga njéra ané kemi gé

Aa(73 0mp) = (@—72(71 (), 72 0 71),
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dhe nga ana tjetér gé
2,(t,) 4,(z) =(a-r,(a)7,) (a-7,(a)7)
=(@a-r,(@)+[r,l(a-7,(a)).7,°7,)
=(a-r,(@)+7,(a)-7,(r,(a)),7,07,)
=(a-r,(r,(a)),7,07,),
gé tregon barazimin A, (z, o7y) = A,(7,) - 1, (7y) -

Vetia universale e koprodukteve sjell ekzistencén e njé homomorfizmi unik
A:P*P—>Z3x,P i tille g¢ Aoi=4, ku 1:P—>ZZx,P éshté injeksioni
pérkatés i koproduktit.

Pohim 2.3 Sistemi (Z,—) nuk pérmban cikle atéheré dhe vetém atéheré kur pér
¢do aeX, imA)nP=g.

Veértetim. Supozojmé se ekziston njé element ¢, *---* ¢, i tillé gé pasgyrohet me
anéne 2 tek (0,7 0---o7,) € ZZx, P. Atéheré do té kishim

(O’TIO”.OTn) :ﬂ'(Tl*”'*Tn)
=(a-r(a)7)--(a-7,(a)r,)
= (a_(z'lo...o‘[n)(a),z'lo...ng)
prej nga marrim gé (z; o---o7,)(@) =a ose ndryshe gé tek a ekziston njé cikél,
pra njé kontradikté.

Anasjellas, nése do té kishim njé cikél né njé element aeX, atéheré do té
gjendeshin z,,...., e Pté tillaqé (r;o---o7,)(a) = a. Né kéto kushte do té kishim

qé
Az, *---x7) =(a-r/(a)r) - (a-7(a)r,)

=(a—(r, 007 )(@), 7,0 07,)

=(0,7,0---07,) € P,
né kundérshtim me supozimin. Atéheré mbetet gé té mos keté pasur njé cikél né
a.m
3 Kongruencat me indeks té fundém né po-gjysmégrupe
Le té supozojmé se (S,-,<) éshté njé po-gjysmégrup i pérftuar nga njé bashkési e
renditur e fundme (X,<). Shénojmé me F(X) po-gjysmégrupin e liré me bazé
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(X,<). Elementét e F(X) jané fjalét me gjatési té fundme (x,x,,...,.x ) Ku x -té
jané shkronja té X-it dnhe se shumézimi i dy fjaléve té tilla (x,x,,..,x ) dhe
(¥, Y,,-Y,) Jepet me anén e bashkéngjitjes

(X Xy X ) (Y Yoo V) = (X0 Xy oo Xy Y Yyreens ¥V, )-

Nga ana tjetér renditja nébashkésiné e renditur (X,<) indukton njé renditje né
gjysmégrupin e liré F(X) gé percaktohet si mé poshté

(XX, X )< (Y1 Y,0em ) vEtemkurn=mdhex <y, Vvi=12..,n

Ekziston njé epimorfizém ¢:F(X)—>Sqé cdo fjale(x,x,,...x) i V& né
korrespondencé  prodhimin  ¢(x)e(x,)..0(x) né S t& elementéve
P(X), p(X,), ., p(x) Gé u korrespondojné shkronjave x, x,,..., x. . Eshté e garté qé
ky éshté njé epimorfizém gjysmégrupesh gé ruan renditjen. Gjithashtu né F(X)
mund té pércaktojmé njé tjetér renditje e quajtur renditja gjatési-leksikografike
<, © cila éshté kombinim i renditjes sé dhéné mé lart dhe asaj té pércaktuar nga
krahasimi i gjatésive té fjaléve, domethéné

(X, X0 X ) < (V)0 Y,0e ) VEEMKUrn < m,

osekurn=mdhex <y péredoi=12,..,n.

Pér ¢cdo s e S pércaktojmé bashkésiné
A(s) ={w € ¢ ' (s) : w éshté element minimal lidhur me S 3

Njé ményré mé eksplicite pér té ndértuar A(s) do té ishte gé sé pari, nga té gjithé
parafytyrat né F(X) té s-sé té merreshin ato fjalé » me gjatési minimale dhe mé

pas pér secilén o té merreshin elementét minimalé té prerjes (w]ne(s) lidhur

me renditjen < (sa heré gé kjo prerje éshté jo-boshe). Bashkimi i bashkésive me
elementé minimalé té gjetur né kété ményré do té jepte pikérisht A(s). Kétu
vérejme se progesi i gjetjes sé elementéve minimalé mé té vegjél ose baraz me njé
fjalé t& dhéné né F(X) éshté njé proces i fundém pasi (X,<) éshté e fundme.

Rezultatet e méposhtme jané analoge té atyre tek (Pasku, 2006/2) por né rastin kur
gjysmégrupi éshté edhe i renditur.

Le te jete tani K njé kongruencé né S dhe K, njéK -klasé ¢farédo. Shénojmé
me
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M. = U A(S)

S D
s'eK

Qartésisht M, pérmban té gjithé pérfagésuesit minimalé lidhur me <_ té

llex

elementéve s'e K, . Do té tregojmé se bashkésia

M =uU M,

seS

e cila do té quhet bashkésia e pérfagésuesve minimalé té K , éshté njé bashkési e
mbyllur sipas faktoréve gé nénkupton se ¢do faktor i njé fjale t¢ M éshté pérséri
fljalé e M-sé. Veértet, supozojmé ekziston njé¢ w=uw,eM e tille gé

ve F(X)-M.Kjo do té thoté se ekziston v'e ¢ (K ) etillégé v'<, v.
Nga ana tjetér, megénése (@(v),p(v)) eK :
atéheré (p(u,)e(V)e(u,), (u)e(v)e(u,)) eK

ose ndryshe gé fjala @' =uy'u, e (K )

Ndérkaq duket se uv'u, <, uvu, gjé qé pérbén kontradikté.

Né qofté se tani 1 =F(X)-M =, atéheré | éshté ideal i S. Vértet, sikur té
ekzistonin ue1 dhe ve F(X) tétillé g8 uve M o0se vu e M, atéheré nga fakti
gé M éshté e mbyllur sipas faktoréve do té merrnim né secilin rast se ue M né
kundérshtim me supozimin. Né kété meényré ne kemi vértetuar lemén e
méposhtme.

Lemé 3.1. Né gofté se (S,-,<) éshté njé po-gjysmégrup i pérftuar nga njé bashkeési
e renditur e fundme (X,<) dhe K njé kongruencé né Setillé g¢ F(X)-M =<
, ku M éshté bashkésia e pérfagésuesve minimalé t¢ K , atéheré | = F(X)-M
éshté ideal i po-gjysmégrupit té liré F(X).

Né lemén e méposhtme do té shénojmé me A relacionin diagonal {(x,x)|x € S}
né S dhe do té supozojmé se relacioni B éshté kongruencé semilatise e ploté.

Lemé 3.2.Né qofté se (S,-, <) éshté njé po-gjysmégrup i pérftuar nga njé bashkeési
e renditur e fundme (X,<) dhe K njé kongruencé né S dhe le té jeté M bashkésia

e pérfagésuesve minimalé té K . Né qofté se K pérmban relacionin B , dhe
B =A ose B =A por Skénaq min_ , atéheré F(X)-M = .

Veértetim. Supozojmé sé pari se B = A. Né qofté se (x,y) € B , atéheré
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(xSxwx] = (ySywyl,

dhe atéheré x <y, 0se x < ysy pérndonjé s<S.Megénése B éshté kongruencé
e ploté, sipas rastit do té kishim gé ose (x,xy)eB , ose qé (x,xysy)eB . Né
secilin rast atéheré do té kishim ekzistencén e fjaléve té ndryshme né F(X) sipas
renditjes < qé pérfagésojné té njéjtin element né S. Megénése B K , do té

llex

kemi se M = F(X).

Né rastin e dyté kur B = Adhe S kénag min_ vérejmé sé pari se

2 3 n
x>, X > X2 2 x>,

=B s < ey

dhe supozimi pér min_ do té sillte ekzistencén e njé n>1 té tillé gé (x",x"") B

n+l

. Mirépo B = A prandaj x" = x"". Kjo e fundit implikon ekzistencén e dy fjaléve
té ndryshme né F(X) sipas renditjes <, (& pérfagésojné té njéjtin element té S,
rrjedhimisht M = F(X).m

llex

Kujtojmé nga (De Luca, & Varricchio, 1999) se njé fjalét me gjatési té pafundme
me shkronja nga njé alfabet ¢cfarédo do té quhet uniformisht rekurente né qofté se
pér ¢do faktor té saj u ekziston njé numér natyror k, i tillé qé ¢do faktor i t me

gjatési k, pérmban té paktén njé heré u-né si faktor té vetin.

Fjalét rekurente pérdoren pér té testuar nése éshté i fundém komplementi i njé
ideali J té njé gjysmégrupi té liré A" tek ky i fundit. Pé&r mé tepér kujtojmé
rezultatin e méposhtém nga (De Luca, A & Varricchio, 1999).

Rrjedhim (Rrjedhimi 2.3.2 tek (De Luca, & Varricchio, 1999) Le té jeté J njé ideal
i A" . Né qofté se pér cdo fjalé uniformisht rekurente we A”,F(w)nJ =D
atéheré komplementi C = A" —J éshté i fundém.

Pohim 3.1. Le té jeté (S, <) njé po-gjysmégrup me pérftim té fundém i cili kénaq
min, . Cdo kongruencé K né S gé pérmban B &shté me indeks té fundém né S.

Veértetim. Nga lema 3.1 dhe ajo 3.2 jemi te sigurt se M = F(X). Megénése M
pritet me ¢cdo ¢ '(K,) ku sesS, atéheré do té mjaftonte té vertetonim se

M =F(X)—1 éshté e fundme. Pér kété do té pérdorim pérfundimin e rrjedhimit
meé sipér. Le té jeté » njé fjalé e pafundme me shkronja nga X dhe po shénojmé
me F(w) bashkésiné e té gjithé faktoréve té fundém té saj. Duhet té tregojmeé se
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F(o) 1 = Q. Supozojmé se w = aa,..., éshté fjala rekurente e dhéné. Shénojmé
me

B, = (#(a), = (¢(a,)Se(a) v e(a)l,

bi-idealin kryesor né S té pérftuar nga ¢(a ). Megenese « éshté uniformisht
rekurente, pér faktorin a, , gjendet k, €0 e tillé gé ¢do faktor i » me gjatési K,
do ta keté a, si faktor té vetin té paktén njé heré. Po ta zbatojmé kété pér faktorin
e o gé fillon me a,, marrim ekzistencén e njé v eF(w) té tillé qgé
u =av,a € F(w). Mé tej shohim se

B, = (p(u,)), = (p(a)e(u)e(a,)Se(a)e(u)e(a,) v e(a)e(u,)e(a,)]
c (p(a)Se(a)] < B,

Tani mund té pércaktojmé induktivisht njé varg elementésh

a,u =ava,u, =uv,u u =u_vu u_ =uv _u,..,

A L ¢ k-1"k k=17 Tk+1 k k+1 k!

né ményreé té tillé gé u, e F(w), k=1 dhe

p@) >, o)==, o)==, .=, o)== o)==, ..

Por nga kushti kemi gé S kénaq konditén min_ késhtu gé gjendet njé k el etillé
qé (¢(u,), o(u, ) €B e pér pasojé ¢(u,),e(u,.)e K, Por kjo e fundit do té

thoté se u, dhe u,_ i pérkasin s& njéjtés ¢ ' (K, ) dhe ndérkaq u < u_, gé

1 o(u,)

nénkuptonse u,, e F(w)N1.m

Kombinimi i teoremés 2.1 tek (Shasivari, A. (2017)) me pohimin 3.1 jep
rrjedhimin e méposhtém.

Rrjedhim 3.2. Né qofté se (S,-,<) éshté njé po-gjysmégrup i renditur me pérftim
té fundém gé plotéson konditén min_ lidhur me bi-idealet e renditur dhe éshté i

tillé gé bashkésia e bi-idealeve té renditur formon semilatisé lidhur me
shumézimin e bashkésive, atéheré S éshté njé semilatisé e fundme po-
gjysmégrupesh B té thjeshté.

Analogu i kétij pér gjysmégrupet e pa renditur, qé pérftohet duke marré si relacion
té renditjes pikérisht barazimin, do té ishte si mé poshté.
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Rrjedhim 3.3. Né qofté se (S,-) éshté njé gjysmégrup me pérftim té fundém gé
plotéson konditén min_ lidhur me bi-idealet dhe éshté i tillé gé bashkésia e bi-

idealeve formon semilatisé lidhur me shumézimin e bashkésive, atéheré S éshté
njé semilatisé e fundme gjysmégrupesh B té thjeshté.
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