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Pérmbledhje

Shumé modele matematikore té proceseve oshiluese pérshkruhen nga ekuacionet
diferenciale lineare dhe jo lineare té rendit té dyté. Né kété punim jemi pérgéndruar
né sjelljen oshilatore té zgjidhjeve té ekuacionit diferencial me njé vonesé té rendit
té dyté vijues :

(E) (peo)x'®) +gx(z(®)) =0, t=0.

Ekuacioni (E) éshté oshilator né qofté se té gjitha zgjidhjet e ekuacionit (E) kané
pafundésisht zero mbi [0, =], pérndryshe, themi gé ekuacioni (E) éshté jooshilator.
Né bazé té teoremés sé ndarjes sé Shturmit, né qofté se njé prej zgjidhjeve té
ekuacionit (E) éshté oshilatore, atéheré edhe gjithé té tjerat jané po oshilatore. E
njéjta gjé éshté e verteté edhe pér mos oshilacionin e ekuacionit (E). Né kété punim
jemi interesuar pér ekuacionet me koefigienté té integrueshém, pra z(t) dhe g(t)
kénagin supozime té ndryshme nén integrale. Propozimi yné né keté punim éshté té
provojmé disa kritere oshilacioni pér ekuacionin (E) me koeficienté té integrueshém.
Qéllimi yné éshté té ndértojmé kushte té mjaftueshme pér ekuacionin (E) gé té jeté
oshilator duke pérdorur njé pérgjithésim té teoremés sé mesatarizimit té Lagranzhit,
mosbarazimin diferencial Rikati dhe teoremén e krahasimit té€ Shturmit. Rezultati i
marré éshté i ndryshém nga rezultatet e njohura dhe pérmiréson disa prej tyre madje
mbulon rastet g& nuk mbulohen nga kriteret e njohura.

Fjalékyce: Zgjidhje oshilatore, kriter oshilacioni, ekuacion me vonesa, koefigienté té
integrueshém.

Abstract

Many mathematical models of oscillating processes are described by linear and non
linear differential equations of the second order. The aim of this paper is to present
oscillation criteria for solutions of the following second order delay differential
equation :

(E) (p)x'®) + q®x(z®) =0, t=0.

We call equation (E) oscillatory if all solutions of (E) have arbitrarily large zeros on
[0.22), otherwise, we say equation (E) is nonoscillatory. As a consequence of
Sturm'’s Separation Theorem, if one of the solutions of (E) is oscillatory, then all of
them are. The same is true for the nonoscillation of (E). We are interested in
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equations with integrable coefficients, namely those p(t) and g(t)satisfying the
some different assumptions. The purpose of this paper is to provide some new
oscillation criteria for equation (E) with integrable coefficients. The aim of this
paper is to derive sufficient conditions for equation (E) to be oscillatory by using a
generalization of the Lagrange mean-value theorem, the Riccati differential
inequality and by Sturm comparison theorem. The result improves some previous
oscillation criteria and complement the cases which are not covered by known
results.

Key words: Oscillatory solutions, oscillation criteria, delay equation, integrable
coefficients.

Hyrje

Gjaté tre dekadave té fundit, studimi i ekuacioneve diferenciale me vonesa
dhe i ekuacioneve dinamike me vonesa ka térhequr vémendjen e studiuesve
té shumté pér shkak té réndésisé sé tyre si né teori ashtu edhe né aplikime.
Fenomene té shumta né shkencat fizike, inxhinierike, biologjike mund té
modelohen nga ekuacionet diferenciale sidomos té rendit té dyté. Pér mé
tepér, dihet se rezultatet né ekuacionet diferenciale té rendit té dyté luajné
njé rol té réndésishém né studimin e ekuacioneve diferenciale té rendit mé té
larté se dy.

Ekuacionet diferenciale me vonesa (D.D.E) ofrojné modele realiste
matematikore pér sistemet né té cilat shkalla e ndryshimit varet jo vetém nga
periudha momentale e studimit, por edhe nga historia e tyre né té shkuarén.
Ato ekuacione lindin natyrshém né modelimin e shumé sistemeve qé
pérfshijné vonesa kohore; té tilla si modelet e popullsisé, modele mbi
epidemité, modelet ekonomike, modelet mbi punén e reaktoréve bérthamoré
etj.

Teoria e Oshilacionit tashmé prej kohésh i ka zgjeruar kufijté e saj té
studimit nga ekuacionet diferenciale té& zakonshme (O.D.E) tek ekuacionet
diferenciale me vonesa (D.D.E) e mé tej. Sidoqofté, me réndési té vecanté ka
gené dhe mbetet studimi i luhatjeve (oshilacioneve) té shkaktuara ose té
shkatérruara nga vonesa dhe té cilat nuk paragiten né korresponduesin
pérkatés (O.D.E).

Ky punim éshté njé vazhdim i huluntimit mbi ekuacionet (D.D.E) ku jemi té
interesuar pér problemin e méposhtém: kushte té mjaftueshme pér
oshilacionin e té gjithé zgjidhjeve té ekuacionit (D.D.E) té marré né
shqyrtim. Disa nga teknikat e pérdorura népér literaturén e gjeré té teorisé sé
oshilacionit pér pércaktimin e kétyre kritereve jané: teknika krahasuese e
Shturmit, teknika e linearizimit, metoda e pérgjithésuar e Rikatit, metoda e
mesatarizimit integral, funksionet pozitive té Philos si dhe teknika té tjera
specifike pér njé tip té vecanté ekuacioni. Nga veté tipi i ekuacionit disa prej
tyre nuk do té jemi né gjendje t’i pérdorim. QéEllimi yné &shté qé kriteret e
fituara té zgjerojné dhe pérmirésojné ndonjé prej rezultateve ekzistuese (né
kuptimin e zgjidhjes sé problemit pér disa ekuacione té pa mbuluara prej

tyre).
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Gjaté gjithé kétij punimi, do té konsiderojmé ekuacionin diferencial linear té
rendit té dyté me njé vonesé

(pOx'®) + q@x(z)) = 0 ()
né intervalin [ty; o) (g € R; ty = 0). Kushtet e méposhtme i supozojmé té
kénaqura né té gjithé punimin;

@ pec(ltped). p@E =0
(i) ge C(ltgee)).  gle) = 0. g(t) = 0 né cdo fqinjési t& pafundésisé;

(iiiy v e C([eg:@)),  <(8) = ¢, dhe lim 7() = oo,

Njé funksion u éshté zgjidhje e ekuacionit (E) pér t = t; n.q.s u & C*[t,:00),
pu € C*ty:0) dhe kénaq ekuacionin (E) pér t=t;,. Né vazhdim né
vémendjen toné do té jené ato zgjidhje té ekuacioneve té shqyrtuara gé
analitikisht nuk mund té pércaktohen lehté. Njé zgjidhje e tillé quhet
oshiluese nése ka pafundésisht zero mbi [0.=2), pra ekziston vargu {4,y ku
lim A, = o, i tillé gé u(1,) = 0. Njé ekuacion thuhet se éshté oshilator nése

= oo
té gjitha zgjidhjet e tij jané oshilatore dhe jooshilator nése té gjitha zgjidhjet
e tij jané jooshilatore. Problemi kryesor né té cilin jemi fokusuar né kété
punim éshté ekzistenca e zgjidhjeve oshiluese pér ekuacionin nén studim
(E). Vlen té pérmendim monografité e Myshkis (1972) dhe Agarwal et al.
(2012), té cilat na njohin me rezultate té ndryshme mbi problemin nén
studim.

Qéllimi yné éshté té provojmé njé rezultat té pérgjithshém mbi ekuacionin
(E) pér ekzistencén e zgjidhjeve oshiluese, duke pérdorur konceptin e
funksionit v-derivativ té Ohriskés. Koncept gé na ndihmon té pérgjithésojmé
teknika té késaj teorie si¢ jané, teorema e vlerés sé mesme té Lagranzhit,
mosbarazimi diferencial Rikati apo teorema e krahasimit Shturm.

1. Rezultatet ndihmése
Le té fillojmé me pérkufizimin e méposhtém gé e gjejmé tek Ohriska (1989).
Pérkufizim 1.1.
Supozoj qé funksionet f dhe v jané pércaktuar né njé fginjési 0(t) té njé pike
t € R dhe supozojmé gé kushtet x £ 0(t); x = timplikojné qé v(x) = v(t).
Né qofté se limiti

me (x) — f(t)

x=tvlx) — v(t)
ekziston, atéheré ai éshté quajtur v-derivat i funksionit f né pikén t dhe éshté

af ity

. . L
paragitur me simbolin ', (¢} ose T
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Teoremat e méposhtme japin disa rezultate né lidhje me v-derivatin té
ngjashme me ato té derivatit té zakonshém.

Teoremé 1.1.

Né qofté se ekziston ¥'(t) = 0 mbi njé interval I c R, atéheré pér t el
funksioni v-derivat f',(t} ekziston né qofté se dhe vetém né qofté se
derivativi f'(t) ekziston. Pér mé tepér lidhja ndérmijet tyre shprehet
népérmjet formulés vijuese
fit)
r —
) = s

r:;_;'Né kété punim do té kérkojmé

Le té shénojmé me P(t) =

pérmbushjen e kushteve

= dt
Plon) = J‘ru Fﬁ = oz, (1.1}
ose
= dt
Plo) = J‘ru E = (1.2}

NEé vijim té punimit toné do té na duhen edhe kéto lema.

Lemé 1.1.
Tl . .
Le té jeté u e Ct[t,:ca) dhe supozojmé gé ddm‘;} ekziston pér t =T = ty.
Né qofté se
{]du{ﬂ}n Uﬁ(ﬂ{ﬂ irrs T L3
w—gp 20 e =0 pertz b .3)

ku né ndonjé fqinjési té infinitit barazimet nuk mund té mbeten, atéheré pér
¢do k £ (0.1) gjendet njé numér T~ = T i tillé gé

(@) lult)| = kP(t) |d':iﬂ'| pér t = T*, né qofté se kushti (1.1) kénaget,

B

1 |dule)
(b) (| = k|5

njé fqinjési t& infinitit.

| pér t = T", né qofté se funksioni p éshté jo-zbrités né

Lemé 1.2.
Tl . . .
Le té jeté u e Ct[t,:22) dhe supozojmé qé ddm‘;} ekziston pért = T = t;. Né
gofté se
dult) d 2ult) .
ult) =0 ult) <0 pért=T: (1.4)

dP — dtdP
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ku né ndonjé fqinjési té infinitit barazimet nuk mund té mbeten, atéheré pér
¢do k £ (0.1) gjendet njé numér T™ = T i tillé gé

(a) lu(z(e))| = kP(r())|u(t)| pért = T* né qofté se kushti (1.1) kénaget,

(b) lu(zlehy = k'Tﬂ lu(t)l pért = T", né qofté se funksioni p éshté jo-zbrités

né njé fginjési té infinitit.

NEé rastin kur kushti (1.1) nuk plotésohet, pra plotésohet kushtit vijues (1.2)
= dt

atéheré kané vend lemat e méposhtéme.

Lemé 1.3.
uf .
Le té jeté u e C*[t,:2a) dhe supozojmé qgé ddm‘;} ekziston pért = T = ;. Né
gofté se
{]dumin {]d:u{ﬂ::’[] o T i
ult p =0 ult TP = pert =T =t (1.3}

ku né ndonjé fqinjési té infinitit barazimet nuk mund t& mbeten, atéheré
kushti (1.2) kénaget.

Lemé 1.4.
Tuf . . .
Le té jeté u e C*[t,:ca) dhe supozojmé qé ddm‘;} ekziston pért =T = t;. Né
gofté se
{jdu(ﬂ}u {]dm{ﬂ}U i e T >
ulf, p =0 ult TP = per t =T =ty (1.6)

ku né ndonjé fginjési té infinitit barazimet nuk mund té mbeten, atéheré
kushti (1.2) kénaget.

2. Rezultatet kryesore

Konsiderojmé ekuacionin (E) né formén e veté kanonike, d.m.th rasti kur
kushti (1.1) mbetet i vérteté.

Teoremé 2.1.

Supozojmé gé kushti (1.1) mbetet i vérteté, dhe

P(z(s)

{:'f:asi:pP{t]J; gis) (

)
P ds = 1,

atéheré ekuacioni (E) éshté oshilator.

Vértetim. Supozojmé se ekziston té paktén njé zgjidhje jooshilatore u e
ekuacionit (E). Pa humbur gjé nga pérgjithésimi (—u éshté njé zgjidhje e (E)
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gjithashtu) ne mund té themi gé u(t) = 0 dhe u(z(t)) = 0pér t =T = t,.
Atéheré nga ekuacioni (E) kemi qé (p{(t)u'(t)) =0pér t=T. Nése
pltlu'(t) =0 pér t =T nga Lema 1.3 do té kénagej kushti (1.2) dhe jo
kushti nén studim (1.1). Pra, mbetet i vérteté mosbarazimi p(tiu'(t) = 0 pér
t =T. Si rrjedhim nése integrojmé mbi ekuacionin (E) nga t tek @@ dhe nga
monotonia e funksionit {1« (£) marrim mosbrazimin

pBu'(t) =

2.1)

Duke shumézuar né té dyja anét e mosbarazimit (2.1) me &P (t), ku k € (0.1}
dhe duke pérdorur Lemén 1.1.(a) , marrim mosbarazimin vijues

u®) = lu@| = kP [ qE)u(zls)ds, =T =T. (2.2)

Meqé kushtet e Lemés 1.2 nuk ndryshojné me ato t€ Lemés 1.1 atéheré
mosbarazimi (a) i Lemés 1.2 dhe monotonia (rrités) e funksionit zgjidhje u

ku u(z(t)y = 0. implikojné mosbarazimet né vazhdim
w(=®) = lu@®)] = kP @) = k2PEPEE) f g (s)u(e(s) ds
t

k2P(t) P(z(t))
u{r () }

1= k2P [ q(s)

gi(sju(z(s) ds,
t

Pt .3.’1

t=T=T" ke(01). (23)

Por, mosbarazimi i fundit qé éshté i vérteté pér ¥k e (0.1) na lejon t&
konkludojmé

P(T .3.“1

fmsupP{th’ q(s)—, _—ds < o, (2.4)

Pérfundimi i mésipérm (2.4) dhe kushti i teoremés na lejon té veprojmé si né
vijim:

(
ds = 0o,
Pis)
Pra, ekzistenca e @ — &= sjell edhe ekzistencén e njé vargu {t, b, té tillé gé
lim ¢, = codhe lim P(t,) ;. q(s )T <D gs = & = 1. Nése né vazhdim marrim

M= n

numrin E—T::-D atéheré ek2|ston njé numér ny i tillé gé pér c¢do

= Pl
1< o= limsup P{t]J‘ gi=)
[—= t

nelN:n =mn té kemi:
3a+1 (,s_]]

P(s)

a—§&=

ds.

< P(tn) f a(s)
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" " . - . " . | 4
Né qgofté se ne zgjedhim n = n, té tillé gé t, =T dhe marrim k € (-JE* 1],

atéheré
P(zl(s)) ,3a+1 4 3a+1

ds = k =
Pis) + " 3a+1 4

k*P(tn) ft q(s)

i cili kundérshton mosbarazimin (2.3).m
Konkluzion 2.1.

Né teoremén e mésipérme vihet re se brenda shenjés sé integralit ndodhet
funksioni vonesé t(s) gjé gé véshtiréson pérdorimin e saj sidomos né

aplikacione. Ndaj me ndihmén e teknikés sé méposhtme do té nxjerrim
jashté shenjés sé integralit funksionin vonesg, por jemi té detyruar t& mbajmé
né kufijté e tij njé funksion té ri té lindur prej vonesés. m

Le té ndértojmé funksionin e ri «(f) duke ditur ekzistencén e kushtit
(t) < ¢,

w(t) = supls = t, / o(s) =t} pér ¢t =t
Nga ndértimi i funksioni té ri « shihet qarté qé t < w(t).
Teoremé 2.2.
Supozojmé gé kushti (1.1) mbetet i vérteté dhe

{:'?:wup P(t) [y a(s)ds = 1, (2.5)

atéheré ekuacioni (E) éshté oshilator.

Vértetim. Vértetimi i teoremés paraardhése 2.1 pérséritet deri né momentin e
mosbarazimit (2.2). Meqgé «w(t) = t atéheré marrim mosbarazimet:

ul®) 2 kP@® [ q(s)ue(s)ds = kP@ [ q(s)uz(sd ds, t=T ' =T.

Nga ndértimi i funksionit w. pér s = w(t) do té kemi patjetér qé =(s) = t. Por,
p(t'(t) = 0, pra funksioni u éshté rrités dhe pér rrjedhojé nga mozbarazimi
i mésipérm marrim

=

u® 2 P@u® [ qE)ds =T
]

wlt)
Mosbarazimi i méposhtém i ngjashém me mosbarazimin (2.3)
1= kP() [ q(s)ds, =T (2.6)

na ¢on né rezultatin

=

1< f§ = limsup P(t) gls) ds < co.

[—== wlE)
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Atéhereé si né vértetimin e teoremés 2.1, marrim njé kundérthénie.m
Konkluzion 2.2.

Né teoremén e mésipérme Kriteri integral i ndértuar ka né kufirin e poshtém
njé funksion té ri w(t) té lindur prej funksionit vonesé ={t). Né rastin kur ky i
fundit éshté monoton rrités atéheré funksioni w éshté i anasjellti i funksionit

T. Pra mund ta thjeshtojmé akoma mé tepér kriterin integral, si né rrjedhimin
vijues té Ohriska (1989). m

Rrjedhim 2.1

Supozojmé gé kushti (1.1) ka vend dhe T éshté funksion monoton rrités. Né
gofté se

limsup P(r(t) J‘xq{s:] ds =1,
[—== t

atéheré ekuacioni (E) éshté oshilator.m

Konkluzion 2.3.

Né&, J. Dzurina (1997) éshté treguar se ekuacioni (E) éshté oshilator kur
kushti (1.1) kénaget dhe

liminf P(z()) rq{s] ds > =
r

L=a= 4

Eshté e garte gé konkluzioni i rrjedhimit 2.1 éshté plotésues i rezultatit té
Dzurinés. Mirépo nga ana tjetér, nése lim P(x(8)) [ q(s) ds  ekziston,

atéheré ka vend barazimi vijues
E:‘m P{T{ﬂ } Jﬂ;c gls) ds= liminf P{r{ﬂ } JT gls) ds =
—ee e

= limsup P(z()) JT: q(s) ds
[===

Pra shihet garté se né kété rast rezultati i DzZurinés éshté mé i miré se ai i
rrjedhimit 2.1. Megjithaté, né rastin e kundért (mos ekzistenca e limitit) ka
raste kur rezultati i Dzurinés nuk na jep rezultat pozitiv. Pér kété na ndihmon
shembulli i méposhtém.

Shembull 2.1.
Konsiderojmé ekuacionin

5 13 t By gt
"t —.(— inln—— I —J (—J:U 2.7
(ﬁ-l—‘l'{sfﬂfﬂt-l-ﬂ'ﬂsfﬂt:]x{]) +t* 2+5ﬂﬂ2 cosm 5 ¥\5 (2.7)

mbi intervalin [1.c=]). Atéheré funksionet
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a 143 t t
plt) = dhe q(t) =— (; + sinln - — cosln —J

6 4 4(sinint + cosint) £ 2
jané té vazhdueshém dhe pozitiv pér ¢ = 1, Funksioni vonesé =(t} = <

éshté rrités pér t = 1. Atéheré pér t; =1 kemi,

U ds P16 + 4(sinlns + coslns)]ds 6 4
P{ﬂ:f :J‘ [ ] :E{t—1]+E[t-sfn{nt].
1 1

pls) 5
Pra si rrjedhojé, vihet re plotésimi i kushtit (1.1)
= dt
Plml=| ——=uw
1 p(E)
Megé
t 6/t 4rt t
P{T{t:]}=P(E] :E(E_lj -I-E[E'S:‘n{‘n;]
dhe
= ¥ Y13 5 5
J‘r gls) ds = J.h—ﬂ J‘r gls) ds =}ll_.|ﬂ='|1= : 5_:(5 +5ﬁ"1f‘?’l§ — cus{nz] ds =
1 2 3 1 2 3 113 2
= lim||—sinln———| — |-sinin———|| = —[— — sinin —].
y==|Lly ¥y 2y t t 2t t12 t

Rezultati Dzurina

liminf P{T{ﬂ} =q{S] ds =

[==c t

ﬁ(t =1-[t ) t]I[E ) 2]
E E—l]+g ;-sm{ﬂE ; E—sm{ﬂ; =

= liminf

=

{__[3(1 2)2_{2”3 _{2]11 1 1
= Erf s\-3 —SS;ﬂﬂt E_Smﬂt —5-2—1[]::4..

Pra, rezultati i Dzurinés nuk mund té aplikohet né kété rast.
Rrjedhimi 2.1

limsup PG (D) f g(s) ds =

[—==

. [3(1 2]2_{2”3 _{2] 33 3 1
—;:nfup 5 _i' _SSI.ﬂﬂt 2—5;?‘1?‘11_ —5'2—23} .

Pra, nga rrjedhimi 2.1 shohim gé ekuacioni (2.7) éshté oshilator.m

Por nése fare pak ndryshojmé ekuacionin (shembulli né vijim) duket fare
qgarté se té dy konkluzionet na ndihmojné pér oshilacionin e zgjidhjeve.
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Shembull 2.2.
Konsiderojmé ekuacionin
3 a1t AN
(4‘ + 2(cosint + sinlnt) =) ) * = (E *sinln 2- cosin E] * (E] =028

mbi intervalin [1,c2). Atéheré me té njéjtin arsyetim si né shembullin 2.1
marrim kéto konkluzione:

Rezultati Dzurina

liminf P{T':t:]}J‘ gls) ds =
f—=c t
= liminf

+(t ] E[t ) t]I[S ) 2]
i E E—l +§ E-s.ﬂ{ﬂE ;E—S;ﬂfﬂ? =

o [2(1 2)1_{2”5 _{2] 13 1
= .'.;rz.:f 3\l — ) —gsinin |5 — sinin —3-2—2}

Pra, rezultati i DZurinés mund té aplikohet né kété rast.

Rrjedhimi 2.1

{:'*.:risi;p P(z(e) L g(s) ds =

) 2 2 1 2114 ) 2 a7
= limeup 5(1-3)-gemn;]f-smn ] =5-5=5>1
Pra, si nga Rrjedhimi 2.1 dhe nga rezultati DZzurina shohim gé ekuacioni
(2.8) éshté oshilator. m

Konkluzion 2.4.

Shembujt e mésipérm treguan mbulim me kriter oshilator té lindur nga
koncepti i funksionit v-derivat edhe té njé ekuacioni (grup ekuacionesh) té
pambuluar nga kriteret e Dzurinés apo kritere té njohura. Né teoriné e
oshilacionit dihet se kjo nuk do té thoté gé kriteret e marra nga dy teoremat,
2.1 dhe 2.2 si edhe rrjedhimi 2.1 jané mé t& mirat né rendin pérmirésues, por
jané kritere selektuese pér oshilacionin e zgjidhjeve né moriné e kritereve té
njohura pér ekuacionet diferenciale me vonesa té rendit té dyté pa faktor
shuarés.m
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