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Pérmbledhje

Pér njé le-gjysmégrup té ¢farédoshém 5 dhe njé L-klasé L té tij gé plotéson konditén
e Grinit (L nL* = @), éshté konsideruar nénbashkésia £ e L e pérbéré nga ata
elementé, katrorét e té ciléve béjné pjesé né L dhe éshté treguar se £ formon
néngjysmégrup té 5 i cili kénag relacionin £L n L2 < £ Rezultate analoge me kété
jané provuar edhe pér relacionet B, H. E.

Fjalékyce: le-gjysmégrup, relacionet £, . H. B, kondita e Grinit.
Abstract

For any le-semigrup 5and any £-class L which satisfies the Green condition
(Ln L* = @), it is considered the subset £ of L consisting of all those elements
whose square belongs to L and it is proved that £ is a subsemigroup of 5 which
satisfies the additional property £L n L& < £, Similar results to the above are
proved for relations E. H.E.

Key words: le-semigrup, relations £, &, H. B, Green condition.

1 Hyrje

Njé po-gjysmégrup (gjysmeégrup i renditur) éshté njé treshe (3, =,") ku =
éshté njé relacion renditjeje né 5 dhe éshté njé veprim shogérimtar né 5 gé
kénag konditat e méposhtme:

a=b=xa =xbdheax = bx pErcdox € 5.

Né gofté se (5, =,-) éshté njé po-gjysmégrup gé ka element mé té madh
atéheré ai do té quhet njé poe —gjysmégrup dhe do té quhet v e-gjysmégrup
né qofté se (5, =) éshté njé gjysmélatisé e sipérme. Né qofté se pér mé tepér
ndodh qé (5,=) éshté latisé (kufiri i pérpikté i poshtém A dhe kufiri i
pérpikté i sipérm V' i ¢cdo dy elementéve té 5 ekziston), atéheré 5 do té quhet
njé le-gjysmégrup. Shénimi standard pér Ie-gjysmégrupin né kété rast éshté
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(5, V,A). Kétu renditja nuk éshté béré eksplicite, por nénkuptohet duke
pozuar @ = b vetémné qoftésea A b = a.

Kehayopulu tek Kehayopulu, (1989) dhe tek Kehayopulu, (1990) ka pérkufizuar
relacionet e méposhtéme té ekuivalencés né njé le-gjysmégrup {5, V.A):

L={(x,v) E §x5|x Vex = y Vey],
R={{x,v) € SxS|x Vaxe = y Vye},
H=RNL
ndérsa né Kehayopulu, (1995) ka pérkufizuar edhe relacionin:
B={{x,v) € §5x5|x Vxex = y Vyey}

Shogéruar relacioneve £L,R dhe E jané pércaktuar pasqyrimet e
méposhtéme:

[: 5§ = 5itillg gé l{x) = exVx
ri 5= Sitillé g8 r(x) = zevVx
b: 5 — Sitille q& b(x) = xex V.

Eshté e qarté qé (x,v) € L vetém né qofté se () = I{yv) e ngjashmérisht,
(x,¥) € R vetém né qofté se r(x) = r(¥), apo (x,v) € B vetém né qofté
se b{x) = b{y).

Né (Petro & Pasku, 2002) éshté konsideruar plotésimi i té ashtuquajturés
kondité e Grinit né njé¢ H —klasé H té njé le-gjysmégrupi gqé nénkupton
ekzistencén e dy elementéve t€ klasés prodhimi i té ciléve éshté element i
klasés. Eshté provuar né teoremén 2.1 (1) se kur plotésohet kondita e Grinit
pér klasén H, atéheré ekziston njé element g € H i tillé gé g € H. Kjo do
té thoté se né kushtet e plotésimit té kondités sé Grinit nénbashkésia £ e
elementéve té H katrorét e té ciléve béjné pjesé né H éshté jo-boshe.

Ndérsa né teoremén 3.1 (2) éshté provuar se klasa H gé plotéson konditén e
Grinit éshté néngjysmégrup i 5 vetém kur pér ¢cdo x+ € H, 2% £ H. Deri mé
sot éshté e pa studiuar né literaturé bashkésia £. Studimi i £ éshté me interes

pasi né optikén e dy rezultateve té sipér cituara nga (Petro & Pasku, 2002)
duket se masa me té cilén njé¢ F-klasé H gé plotéson konditén e Grinit

déshton té jeté néngjysmégrup i 5 do tévaret nga masa me té cilen H
ndryshon nga .
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Kondita e Grinit mund té konsiderohet edhe pér relacionet e tjeré £, R dhe B
dhe krahas késaj bashkésité £,R dhe B té klasave respektive gé pérmbajné
ata elementé té klasave katrorét e té ciléve béjné pjesé né klasé.

2 Elementét £ (resp. R, H, B)-idempotenté

Do té themi se njé element a i njé le-gjysmégrupi 5 éshté L-idempotent
(resp..R, H, B-idempotent) né qofté se (a,a?) € L

(pérkatésisht (a,a®)e R, (a,a?) € H, (a,a?) € B.
Sé pari le té bindemi gé elementét £-idempotenté ekzistojné vértet.

Lema qg vijon tregon se ¢do L-klasé gé plotéson kushtet e Grinit pérmban
elementé té tillg.

Lema 2.1. Né qofté se njé L-klasé L plotéson konditén e Grinit, atéheré ajo
pérmban njé element ¢ té tillé qé £ € L.

Vértetim. Cdo £-klasé L pérmban njé element ideal t& majté £ unik. Vértet,
pér cdo & € L shénojmé me £ = ex V x elementin ideal t& majté té pérftuar
nga . Shohim se:

)= efvf = elexva)viexvzx) =
=egexVerV ex V= egxVax=4_

qé tregon se (£, #) € L ose ndryshe gé £ € L. Né qofté se £ éshté njé tjetér
element ideal i majté qé i pérket L, atéheré:

£zefVE =4
gé tregon unicitetin. Né qofté se pér mé tepér L-klasa plotéson konditén e

Grinit, atéheré kané ekzistuar elementét «, v € L t8 tille gé =y € L. Né
kéto kushte mund té shkruajmé

£ =(ex va)ley Vv)
= exey Vexy Vaxey Vaxy
= (exy Vxv) Viexey Vxey)
={sepseaxy € Ldheey =4
prej nga rrjedh se (£,£7) € £.
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Teoremé 2.1 Né qofté se njé L-klasé L plotéson konditén e Grinit atéheré
bashkésia £ e elementéve L-idempotenté gé ajo pérmban formon
néngjysmégrup té 5. Pér mé tepér L2 N 2L € 2

Vértetim. Le té jené a,v € 8 pra (x,y) € L (x,x%) € £ dhe
(v,¥?) € L. Po ténisemi nga barazimi

ex Vx=ey Vy
dhe té shumézojmé djathtas té dyja anéve me y pérftojmé
exy Vay=eyr Vyl=ey vy
sepse ¥ € £. Kjo tregon se xy € L. Tani té tregojmé se (xv)% € L. Veértet,
e(xy)?V (xy)?= (ex V x)(yxy)
= (ex)(vxy) nga kondita e Grinit
= (ey)(yxy) sepse (x,y) € L
= (ey?)(xy) = (ev)(xy) sepse y € £
= (ex)(xy)=exy sepse (x,v) € Ldhe x €2
=e(xy) vV (xy)
cka tregon se (xy, (xy)?) € L.

Pér pjesén e dyté té pohimit le té jeté x4 = Ax € L2 N 2L, Sé pari vemé
re se

Hxd) = exAd v 21 = ({ex V )1 = edd = el,
gé tregon se x4 € L. Tani té tregojmé se x4 =iz € £, Vértet,
H{xd)?) = (e(xd) v (xl))xd
= (ed)(x4) nga mé sipér
=(eA)Ax) A €L
=(el)xleg
=e(xd) = I(xd),

gjé gé tregon se xA =Ax € £,
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Njé pohim i ngjashém me té mésipérmen vlen dhe pér elementét X-

idempotenté. Po e paragesim mé poshté pa vértetim pasi vértetimi éshté i
ngjashém me até té pohimit mé sipér.

Teoremé 2.2. Né qofté se njé R-klasé R plotéson konditén e Grinit, atéheré
bashkésia | e elementéve R-idempotenté gé ajo pérmban, formon
néngjysmégrup té 5. Pér mé tepér RR N AR < K.

Neé rastin e relacionit } rezultati pér elementét H-idempotenté éshté po aq
interesant.

Le té jeté H njé H -klasé c¢fardo. Po shénojmé me $={a € H: a’c H)
nénbashkésiné e elementéve H-idempotenté qé i pérkasin H-sé. Pér kété
bashkési ka vend teorema e méposhtéme.

Teoremé 2.3. Né qofté se H plotéson konditén e Grinit, atéheré $ formon
néngjysmégrup té S. Pér mé tepér HH N HH < H.

Vértetim. Q¢ H =@ rrjedh nga [4].Té tregojmé tani se % formon
néngjysmeégrup. Veértet, pér cdo @, f € £ kemi

r({af)?) = rlafaf) = afar(f) = afar(a) =
= apr(a®) = apr(a) = apr(f) = ar(f?) =
= ar(f) = r(af)
qé tregon se ({@5)?,&) € R. Nga ana tjetér kemi qé
r(af) = ar(p) = ar(a) = r(a?) = rla),
(é sé bashku me pérfshirjen mésipér tregon se ({zf)?, af) € R.

Njélloj tregohet se ({@f)?, @) €L nga e cila pérfundimisht rrjedh se
aff € 9.

Té vértetojmé tani pjesén e dyté. Le té jeté gx =xqg € HHN HH ku
q,q € $dhex, x €H, Vérejmé se:

r(gx) = qr(z) = qr(q) = r(g?) = r(a);
dhe se po ashtu:
I(xq) = Wx)g = U(a)g = Ug") = Ua;
prej nga marrimse gx = x'q € H. Mé tej shohim se:
r({gx)?) = qxr(qx) = qxr(g) nga mé sipér
= (2 q)r(q) = (xq)r(g) nga supozimet
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= x7r(g '2} = x7(g)sepseq € H
=r(xg) = r(gx);
e cila tregon se g éshté R-idempotent. Né ményré té ngjashme tregohet se
x q éshté L-idempotent gjé qé pérfundimisht sjell segx = x g € §

Né pérfundim do té shohim edhe rastin e relacionit B té pérkufizuar nga
Kehayopulu tek (Kehayopulu, 1995). Eshté treguar tek (Pasku & Petro, 2007) se
B éshté mé fin se H dhe se né qofté se njé B-klasé plotéson konditén e
Grinit atéheré ajo éshté e rregullt dhe se pérmban njé element idempotent i
cili né kété rast éshté elementi bi ideal pérfagésues i B-klasés. Kéto do t’i
shfrytézojmé pér té vértetuar pohimin e méposhtém.

Teoremé 2.4. Né qofté se njé B-klasé E plotéson konditén e Grinit, atéheré
bashkésia B e elementéve B idempotenté qé ajo pérmban formon
néngjysmégrup té S. Pér mé tepér kemi qé BB N BE < B,

Vértetim. Le té jené &,y € B, Domethéng, (x,v) € B, (x,x%) € B dhe
(v,¥*) € ‘B. Tregojmé sé pari se xy € B dhe mé pas se xy € B,

xyexy V xy = xxexy V xysepsey € B =B, € R, =R,
=xxeyy Vay sepsex € B =B, €L, =L,
=xey Vxy xy € B €SB dheseB SR, L,
= xey = xex nga kondita e Grinitdhese B € L,
=xex V x sepse B éshté e rregullt.
Sé dyti shohim se:
(zy)?e(xy)? = (xyx)(yex) (yxy)
= {xvx)(xey)(vay) VEB € R,dhex€ B €L,

= (xy) (wey)(xy) pasiz, vy € B

(2y)(vex)(2y) njélloj si mé sipér
= xlyex)y = alxev)y = xex = xex V x,
gé pérfundon vértetimin e pjesés sé paré.
Pér té vértetuar pjesén e dyté sé pari vemé re se ¢do element x8=8 x €
BB N BEipérket B. Veértet,
b(xf) = (xfex V x)B
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(Bxef Vx)B
(BBes v x)Bsepse BCS L,R
('ef BB € B dhe kondita e Grinit
= (BeB)E(B,F)EB
= fef = b(F) B EB.
Tani té tregojmé se (x5)% € B. Vértet,
b((xf)?) = (xB)(xB)e(xp)(xf)
= (xf)(Bef)(xF) nga mé sipér
= (xp)(Bef (B x) BB)EB
= xf’ef x'= xfefx  f5 €B
= fxexfi = ffeffisepse BC LR
=peffFEB
= Bef = b(xf);

gé mbyll vértetimin.
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