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Pérmbledhje

Né kété punim sillet njé pjesé e studimit té algjebrés lineare numerike, ku paragiten tre
probleme thelbésore té saj: sistemi linear i madh e i rrallg, vlerat vetjake dhe vlerat
singulare. Fusha té ndryshme té studimit duhet t¢ merren me matrica té médha dhe té
rralla té té dhénave, madhésia e té cilave shfaq véshtirési pér njé séré metodash. Pikérisht
metodat e nénhapésirés Krylov mund té pérdoren pér zgjidhjen e kétyre lloj problemesh.
Njé hyrje e shkurtér paragitet né fillimisht pér metodén Krylov dhe pérshkrimin singular,
pérkatésisht vlera minimale dhe maksimale. Mé& konkretisht shqyrtohet Metoda e
Pérgjithshme e Mbetjes Minimum (GMRES), e cila éshté pjesé e metodave té
nénhapésirés Krylov. Kjo metodé pérdoret pér sistemet lineare jo Hermitiane né rastin e
njé matrice t&¢ madhe e té rrallé. Gjithashtu paragitet ményra se sa shpejt GMRES
konvergjon dhe si iteracioni Arnoldi lokalizon vlerat vetjake. Shpesh konvergjenca e
metodés mund té jeté shumé e ngadalté dhe procesi béhet i pazbatueshém, késhtu gé hyn
né puné nevoja pér parakushtézim. Qasja éshté gé sé pari kéto metoda té zhvillohen nga
ana e njé algoritmi dhe mé pas té tregohet se si pérdoret né zbatime praktike me ané té
software-it té llogaritjeve teknike dhe numerike, Matlab.

Fjalékyce: Metodat Krylov, iteracioni Arnoldi, metoda GMRES, parakushtézimi, vlerat
singulare.

Abstract

This paper presents a part of numerical linear algebra study, which presents three
essential problems: the large and sparse linear system, eigenvalues and singular values.
Different fields of study have to deal with large and sparse data matrices, the size of
which presents difficulties for a variety of methods. It is the Krylov subspace methods
that can be used to solve these types of problems. A brief introduction is presented at the
beginning for the Krylov method and the singular description, respectively the minimum
and maximum values. More specifically, the Generalized Minimal Residual Method
(GMRES) is considered, which is part of the Krylov subspace methods. This method is
used for non-Hermitian linear systems in the case of a large and sparse matrix. It also
shows how quickly GMRES converges and how Arnoldi iteration localizes eigenvalues.
Often the convergence of the method can be very slow and the process becomes
inapplicable, so the need for preconditioning comes into play. The approach is to first
develop these methods by an algorithm and then show how they are used in practical
applications by using technical and numerical calculations software, Matlab.
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Hyrje

Né lidhje me “zhvillimin dhe praktikimin e shkencés dhe inxhinierisé né
shekullin e 20-t€”, metodat ¢ nénhapésirés Krylov konsiderohen si njé nga 10-té
klasat mé té réndésishme té metodave numerike pér zgjidhjen e sistemeve
lineare algjebrike (Corso, Menchi & Romani, 2015). Né vitin 1931 njé punim
nga shkencétari rus Aleksei Nikolaevich Krylov, paraqiti ményrén si té pérdorte
sekuencat e formés {r, A r, 4%r, ...} pér té ndértuar polinomin karakteristik té njé
matrice (Krylov, 1931). Kéto metoda i studiojmé vecanérisht né sistemet lineare
té médha dhe té rralla, né aplikimet gé hasin né fushat konkrete né shkencé dhe
inxhinieri.

Metodat Krylov japin njé klasé té madhe té algoritmeve iterative gé punojné me
matrica dhe vektoré. Ato kané shumé aplikime, ku pérmendim problemet me
katrorét mé té vegjél linearé, zgjidhjen e sistemeve lineare, problemet e vlerés
vetjake dhe problemet e vlerés singulare. Nénhapésirat Krylov pérbéhen nga
mbetja fillestare dhe nga vektorét e formuar nga shumézimi iterativ i mbetjes
fillestare me matricén e sistemit.

Dy grupimet kryesore té metodave iterative jané ato stacionare dhe mé té
pérgjithshme té nénhapésirés Krylov. Kéto metoda bazohen nga ana
matematikore né metodat e projeksionit. Ideja kryesore e nénhapésirés Krylov
dhe né pérgjithési e njé procesi projeksioni, éshté gjetja e njé zgjidhjeje té
pérafért té njé sistemi potencialisht shumé té madh Ax = b duke zgjidhur njé
sistem me dimension shumé mé té vogél. Algoritmet e bazuara né nénhapésirén
Krylov llogaritin né ményré iterative njé pérafrim té x. Zakonisht, marrim njé
vlerésim té pérafért t6 Ax = b me x,, atéheré le t€ jeté x = xp+ xm.
Bashkésia e vektoréve:

Ko = (roArg A rp.. A% rg) (L)

ku m < rank(A4), quhet matrica Krylov e madhésisé m. Vlerésimi i xy, formon
njé pérafrim té nénhapésirés Krylov Kp,:

Ko (Arp) = span {ro. Arg A% ro e A% 1) (1.2)

Pér té zgjidhur njé sistem linear, metoda té njohura si eliminimi i Gausit ose
iteracione té tjera té thjeshta si¢ éshté iteracioni i Jakobit mund té vendosen té
parét né konsideraté, por pérballé matricave té pérmasave té médha, kéto metoda
nuk jané aq té dobishme. Gjithashtu, kéto matrica mund té jené té papércaktuara
dhe asimetrike. N& rastin e njé sistemit t& madh dhe linear, pérdorimi i metodave
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Krylov éshté me té vérteté efektiv (Shitao Fan, 2018). Kemi gé kur matrica éshté

singulare, metodat Krylov mund té déshtojné. Kéta vektoré nuk jané ortogonalé,
por mund té merren pér shembull me ményrén Gram-Schmidt té ortogonalizimit.
Metoda e hapésirés Krylov pér zgjidhjen e njé sistemi linear Ax = b éshté njé
metodé iterative duke filluar nga pérafrimi fillestar dhe mbetja pérkatése.

Dekompozimi né vlera singulare

Né algjebrén lineare, njé rol té vecanté luajné vektorét e ndryshém nga zero, gé
gjaté njé transformimi kalojné né vektoré gé ndryshojné nga skalarét. Kéta
guhen vektoré vetjaké té transformimit. Marrim njé matricé katrore A ku v = 0 i
tillé qé:
Av = vi (21)
A éshté njé vleré vetjake e matricés A:
det(A — AN = p(l) = 0 (2.2

kemi gé& v éshté njé vektor vetjak pérkatés. Shumé probleme inxhinierie
kérkojné vetém vlerén vetjake mé té madhe apo vlerén vetjake mé té vogél té njé
matrice katrore. Konkretisht pér njé uré ose koloné mbéshtetése, vlera vetjake
mé e vogél zbulon ngarkesén maksimale dhe vektori vetjak pérfagéson formén e
objektit né pjesén e déshtimit nén kété ngarkese.

Rrénja katrore e vlerave vetjake té A*A quhen vlerat singulare dhe i kemi
shénuar me o; = 0,i = 1,2,...,n. Ké&o ¢ mund té pércaktohen si
71 = g3 =...= agq = 0. Vektorét vetjak v; pérkatés té vlerés singulare pér
i = 1,2,...,n, quhen vektoré singularé té djathté té 4. Njé vleré singulare dhe
njé cift vektorésh singularé té njé matrice A jané skalar jonegativ ¢ dhe dy
vektorét jozero u dhe v jané:

Av = gudhe A"u = gv  (2.3)
Né ményré té pérmbledhur paragesim zbérthimin né vlera singulare:

- Vlera singulare e 4 <> vlera vetjake e 4 T4 ose AA T

- Vektori singulare i djathté i A <> vektori vetjak i A T4

- Vektori singulare i majté i 4 <> vektori vetjaki 4 AT

- Numri i vlerave singulare jozero té A4 éshté i barabarté me rangun e
matricés A.

Si konkluzion, nése arrihet té zgjidhet problemi i vlerave vetjake pér njé matricé
A, atéheré automatikisht dhe problemi i vlerave singulare éshté i zgjidhur.
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DV5-ja konsiderohet mjeti mé i besueshém dhe i pérdorur gjerésisht né zgjidhjen
e problemeve algjebrike lineare numerike. Vlerat singulare dhe zbérthimet e
vlerés singulare konsiderohen shumé té réndésishme né analizimin e té dhénave.
Problemi i vlerave vetjake té pérgjithésuara, Kkatrorét mé té wvegjél té
pérgjithésuar pérfshiré dhe fushén e njehsimeve matricore imponojné zgjerimin
e pérkufizimit té vlerave singulare. Ato luajné njé rol thelbésor kur béhet fjalé
pér té siguruar ekzistencén dhe unitetin e zgjidhjeve Krylov, pra nuk jané thjesht
njé objekt i analizave té konvergjencés (Ipsen & Meyer, 1997).

Parakushtézimi

Né matematiké kemi t& b&jmé me aplikimin e njé transformimi parakushtézues,
gé kushtézon njé problem té dhéné né njé formé gé éshté mé e pérshtatshme pér
metodat e zgjidhjes numerike. Problemi i parakushtézuesve zakonisht zgjidhet
me njé metodé iterative, gé zbatohen pér zgjidhjen e sistemeve lineare me
pérmasa té médha (Yousef Saad, 2000).

Ekzistojné tre lloje té pérgjithshme té parakushtézimit:

. Parakushtézimi i majté nga njé matricé M, & A:
Mi_iﬂx = Mi_ib
° Parakushtézimi i djathté nga njé matricé M. % A:

AM: 'y = b,x = MYy

Kétu pérfshihet njé zévendésim y pér variablin origjinal x.

. Parakushtézimi i ndarjes me njé cift matricash M., M- té tilla gé
MM, & A

M AM; Yy =My 'h, x = MYy

Kétu pérfshin metodat e majta dhe ato té djathta duke vendosur pérkatésisht
Mu=1Iose M:=1.

M éshté njé matricé pérafruese pér 4 —né, i zgjedhur né njé ményré gé
zévendésimi i M~*4 ose AM™*né vend té A té con né njé sjellje mé té& miré té
konvergjenceés.

Metodat pér llogaritjen e DV'S

Proceset Lanczos dhe Arnoldi paragesin fillesat e metodave té nénhapésirés
Krylov pér té zgjidhur sistemet lineare té pércaktuara pozitivisht, rreth vitit
1950. Algoritmi Krylov i Lanczos pérdoret pér llogaritjen e tre cifteve singulare
té vlerave singulare dhe vektoréve singularé. Iteracioni Arnoldi éshté metoda
mé e efektshme pér llogaritjen e disa cifteve vejake pér matricat e médha e té
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rralla. Kéto dy metoda jané shumé té ndjeshém ndaj turbullimeve né iteracione
dhe kérkojné zgjidhje shumé té sakta té sistemeve lineare.

Ndértimi i bazave ortogonale studiohet me detaj né hapésirat Krylov. Procedura
themelore paragitet nga njé variacion i algoritmit té njohur Gram-Schmidt té njé
matrice A € R™™ né formén e njé matrice Hesenberg. Ky lloj ndértimi éshté

baza pér metodat e pérgjithshme té nénhapésirés Krylov.
Disa metoda té njohura té nénhapésiré Krylov jané (C. T. Kelley, 1995):

(1) algoritmi i Hermitit Lanczos;
{2) metoda e Arnoldit dhe variacionet e saj;
(3) algoritmi i jo Hermitit Lanczos.

Mé i pérdoruri né hapésirén Krylov éshté procesi i Arnoldit, i cili u paraqit si njé
mjet pér té zvogéluar njé matricé té dendur me njé transformim unitar né formén
e matricés Hesenberg. Kjo metodé éshté pjesé e projeksionit ortogonale mbi K,
pér matricat e pérgjithshme jo Hermitiane dhe zgjedh hy né ményré gé baza té
jeté ortonormale (Auzinger & Melenk, 2017). Vlerat vetjake té matricés

Hesenberg mund té sigurojné pérafrime té sakta né disa vlera vetjake té€ matricés
origjinale.

Kjo lloj strategjie té con né njé tekniké pér pérafrimin e vlerave vetjake té
matricave t€ médha e té rralla, e cila u pérdor mé pas né zgjidhjen e sistemeve
lineare té médha e té rralla t& ekuacioneve. Njé matricé 4 € R™ dhe njé vektor
i caktuar r; € R pércakton njé sekuencé té nénhapésirave té Krylovit
Km = Km(A,rg) = span{ro,Are, A2 1rg, v, A1l m = 0,1, 2, ...

Mé poshté é&shté paragitur algoritmi Arnoldi pér vlerat vetjake (Auzinger &
Melenk, 2017).

Algoritmi 1. Procedura Arnoldi

1. Zgjidhet njé vektor fillestar pér nénhapésirén Krylov dhe normalizohet v;.
2. Aplikohen m hapat té iteracionit Arnoldi.

pérj = 1,2, .., m,

wp = Ay, = 1.2,..,)

hiy = (wyvi)

Wi =wy — hijvl
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pess = s he

l-’j_j_ = lr"rrj .fh’_;l"fL}- .

3. Gjenden ciftet vetjake (4;u;) té H;dhe zgjedhim r ciftet Ritz (4;x;) ku
x; = Vyu, si pérafrimet e ciftit vetjak té déshiruar.

4. Normat e mbetjes mund té kontrollohen pér konvergjencé. Nése éshté e
nevojshme, zgjidhet njé vektor i ri fillestar pér v, dhe kalon né 2.

Té ndértuarit e njé baze ortonormale {v,,..., vm} t€ Kn €shté njé tekniké
themelore pér até gé vijon dhe pér algoritme té pérgjithshme té bazuara né
sekuencat Krylov. Né parim ndértojmé {v4,...,vm}. Aplikojmé algoritmin
Gram-Schmidt ose njé tjetér proceduré ortonormalizimi ekuivalente tek vektorét
Krylov rg, Arg,... (kolonat e Ky). Vektorét ortonormal gé rezultojné w; quhen

vektorét Arnoldi. GMRES éshté njé ményré pér té implementuar kété metodé.

Algoritmi Lanczos pérfagéson njé algoritém nga Cornelius Lanczos, i cili shihet
si adaptim i metodave té fuqisé pér té gjetur m me prirje drejt vlerave vetjake
ekstreme dhe vektoréve vetjak té njé matrice Hermitiane nxn. Konkretisht e
kemi té paragitur si njé thjeshtézim té metodés sé Arnoldit pér rastin e veganté
kur matrica éshté simetrike, ku matrica Hesenberg Hy shndérrohet né
tridiagonale simetrike. Ky algoritém ndérton njé bazé ortonormale pér
nénhapésirén Krylov né matricat hermitiane. Pér té gjetur vlerat vetjake té njé
matricé simetrike A bashkohet algoritmi Lanczos pér ndértimin e nénhapésirés
Krylov me procedurén Rayleigh-Ritz.

Algoritmi i Lanczos pér té gjetur vlerat vetjake dhe vektorét vetjaké kur kemi
A= AT

Algoritmi 2. Algoritmi Lanczos

vy = 1o/ ||7ollzy o= Ovpg= 10
perj = 1,2,....m

w; = Ay — Bivia

o = hjj = (w;,v3)

Wj = Wj— by

Bi+1 = hjj-1 = |lwillz



120 BSHN (UT) 29/2020

nése ;4 = 0 atéheré algoritmi ndalon
Viea = Wi/Bjs1

Njehsoj ciftin vetjak (4;u;) té H; dhe zgjedhim r ciftet Ritz (A[], x[1), ku
x; = Vju, si pérafrimet e ciftit vetjak té déshiruar.

Prandaj dhe Algoritmi Lanczos e transformon problemin e vlerave vetjake té 4
né problemin e vlerave vetjake té€ Hy, i cili zgjidhet duke aplikuar metodén @QR.
Né kété ményré, vlera vetjake mé e vogél e Hy do té korrespondojé me vlerén
mé té vogél té matricés 4.

Metoda GM RES (Metoda e Pérgjithésuar e Mbetjeve Minimale)

Metoda e mbetjes minimale sé pérgjithsuar u zhvillua nga Yousef Saad dhe
Martin H. Schultz (1986), i cili jepet si njé pérgjithésim i metodés MINRES
bazuar né procesin Arnoldi pér llogaritjen e vlerave vetjake té njé matrice. Né
matematiké, GMRES éshté njé metodé iterative pér zgjidhjen numerike té njé
sistemi josimetrik té ekuacioneve lineare. Modifikimi i procedurés Gram-
Schmidt paraget njé ndér format mé té njohura t¢ GMRES (Saad & Schultz,
1986).

Kjo metodé éshté e njohur pér zgjidhjen e njé sistem té rrallé té ekuacioneve
lineare Ax = b, vecanérisht, kur njé zgjidhje e pérafért éshté e pérshtatshme
(Saad & Schultz, 1986). GMRES konsiderohet té jeté e géndrueshme pér
zgjidhjen e sistemeve lineare josimetrike, sidoqofté veprimet pér iteracion rriten
me numrin e iteracioneve. Gjithashtu kjo metodé pérfshin njé nénmatricé té
sipérme té matricés Hesenberg té gjeneruar nga procesi Arnoldi, e cila lejon
marrjen e kufijve gé tregon se norma e mbetjes zvogélohet né O kur vlera mé e

vogél singulare e késaj matricé trekéndore shkon né 0.

Zbatimi standard i tij bazohet né procesin Arnoldi. Metoda pérafron zgjidhjen
me ané té vektorit né njé nénhapésiré Krylov me mbetje minimale. Iteracioni
Arnoldi pérdoret pér té gjetur kété vektor. Pérdorim njé zbérthim QR né vend té
rrotullimit t€¢ Givens. Pra do pérgendrohemi né dy algoritme pér matricén
josimetrike GMRES. E para e cila zgjidh sistemet e ekuacioneve 4x = b dhe
Arnoldi, i cili llogarit vlerat vetjake té A-sé. Mé poshté éshté paragitur algoritmi
GMRES:

Algoritmi 3. GMRES

1. Llogaritetryg = b- Axg, f§:= ||ro]lzdhevyii= 1/ 8
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merret njé vlerésim i pérafért i ekuacionit dhe inicializohet vektori primar i
nénhapésirés Krylov.

2. Pérj = 1,2,..,m béj:
3. Llogaritet w; = Aw;

ndértohet vektori tjetér pér pérfshirje né nénhapésirén Krylov.

4, Péri = 1,...,j béj:
5. hij = (wijvi)
6. Wy = hijvj

Schmidt ortogonalizon vektorin.
7. Fund

a. his1; = |Iwil|z, nése h;sq; = 0,vendos m = j dhe ndérpritet
provohet nése nénhapésira éshté nénhapésiré invariante.

9. Vis1 = wj [ Rz ; normalizohet vektori

10. Fund

11. Pércaktohet matrica Hesenberg

m+)+smHy ={lygll=si=m+1,1=j=m

12. Llogaritet vy minimizuesi i || fe1 — HpVm|lz dhe xm = 29 + Vi v
Pérdoret katrori linear mé i vogél pér t& minimizuar mbetjen.

Pérkufizohet si v, zgjidhja e problemit t€ minimizimit
min || fe, — Huy |l .

Né kété ményré, x optimal jepet nga %m = Xy + ViVm. VEME re gé ky
problem minimizimi éshté njé problem i katroréve té vegjél i madhésisé m + 1

dhe matrica e koeficienteve té tij &sht® Hesenberg e sipérme. Problemi i
minimizimit zgjidhet duke pérdorur faktorizimin QR té matricés Hy,.

Llogaritja e vlerave vetjake ekstremale

Kur kemi té b&mé me matricat e médha shohim véshtirési dhe kompleksitet té
larté gjaté llogaritjeve té ndryshme. Késhtu gé mundésia mé e miré éshté
aplikimi i algoritmeve népérmjet gjuhéve té ndryshme té programimit. Né kété
pjesé do trajtojmé problemin e vilerave vetjake pér njé matricé té madhe té rrallé
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té pérmasave 479 x 479. Népérmjet Matlab do shpjegojmé se si gjenerohen

vlerat vetjake té késaj matrice gjé e cila manualisht do ishte e pamundur. Mé
poshté kemi pérdorur metodén e Arnoldit pér té béré mé pas edhe lidhjen me
metodat GMRES.

Kodi né Matlab merr si input matricén dhe gjeneron si output vlerat vetjake dhe
paragitjen grafike té tyre. Duke gené se numri i vlerave vetjake éshté i madh pér
shkak té dimesioneve té matricés kemi zgjedhur gé té shfagim respektivisht &
vlerat mé té médha dhe &6 mé té voglat, ku dy prej vlerave paragiten té njéjta.
Vlera mé e vogél vetjake éshté vlera 0.0114, shumé afér zeros. Gjé gé shihet

dhe grafikisht, ku vlera pérkatése éshté pozicionuar shumé afér origjinés sé
koordinatave té boshtit koordinativ. Shfagim grafikisht té gjitha vlerat vetjake té
shénuara me d, i mbivendosim né grafik & vlerat mé té médha té shénuara me

ngjyré té kuge dhe 6 vierat mé té vogla té shénuara me ngjyré jeshile. Paragitja
grafike jepet né figurén e méposhtme:

Paragitja grafike e vlerave vetjake

8 T
Té gjitha vlerat
i vlerat mé t& médha
6F —.‘_.4 vlerat mé & vogla
it sl
e
4 i
i
ot gel?
T 2 1k '-'I{i
= i T,
@ o B
E0 E i
=] Hea R
% Coig I"+
EIO] -2 1 '_:—r.l{ﬂ
Sane
1:'-_11._1'_
4l L 23
. N
_—"-h v
6 _II_L'.
8 L L N N N
-20 0 20 40 60 80 100

Boshti real
Figura 6. 1. Vlerat vetjake ekstremale

Nga figura 6.1 shohim @& vlerat vetjake jané té shpérndara pothuajse
“uniformisht” né formén e njé elipsi, e cila vizualisht nuk duket aq garté pér
shkak se ndarja e boshtit real dhe imagjinar nuk éshté e njéjté. Vlerat vetjake mé
té vogla jané té pozicionuar shumé afér origjinés sé koordinatave, zoné né té
cilén edhe distanca éshté shumé afér 0. Ndérsa vlerat vetjake mé té médha jané
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té pozicionuara né skaje, zona né té cilat distanca &shté me “magnitudén”
maksimale.

Vlerat vetjake né pérgjithési jané né trajté komplekse x + iy dhe afishimi i tyre

né graf béhet duke konsideruar @X boshtin real dhe @¥ boshtin imagjinar. Njé

diskutim gé béhet né lidhje me pércaktimin e vlerave mé té vogla dhe mé té
médha vetjake éshté fakti se cili parametér duhet té konsiderohet pér té
pércaktuar “madhésin€” e vlerés.

Kemi 3 kritere gé pérdoren:

° konsiderohet vetém pjesa reale. Renditja e vlerave vetjake béhet vetém
né bazé té x.

. konsiderohet vetém pjesa imagjinare. Renditja e vlerave vetjake béhet
vetém né bazé té y.

° konsiderohet magnituda. Pra renditja pércaktohet nga madhésia

Né pérzgjedhjen toné té & vlerave mé t& médha dhe mé té vogla kemi pérdorur si
kriter pikérisht madhésiné e fundit.

Zgjidhja iterative e sistemit linear

Fillimisht, do té shfagim metodén GMRES pér zgjidhjen e sistemeve té médha.
Pér té zgjidhur Ax = b, gmres() llogarit zgjidhjen e pérafért x, nga
nénhapésira Krylov gé minimizon normén e mbetjes, e cila zakonisht
optimizohet né normén euklidiane. Algoritmi mund té zbatohet né ¢do normé té
induktuar nga njé produkt i brendshém. Ky veprim nuk ndikon as spektrin e A-sé
dhe as nénhapésirén K (A, b), por mund té ndryshojé ndjeshém largimin e 4 nga
normaliteti dhe kushtézimin e vlerave vetjake.

GMRES shpesh ka sjellje superlineare té konvergjencés, pra shkalla e
konvergjencés duket se pérmirésohet ndérsa procedura vazhdon (Kelley, 1995).
Né pérgjithési, sjellja e konvergjencés do té varet nga struktura vetjake e
matricés dhe nga pseudo vlerat vetjake. Kjo metodé konvergjon sa mé shpejt qé
té kemi marré njé numér iteracionesh té barabarta me numrin e vlerave vetjake.
Konkretisht, mund té shikojmé efektin e strukturés vetjake né zvogélimin e
mbetjes né secilin iteracion. Studiojmé se si evoluon mbetja, duke mbajtur
parasysh formén polinomiale té mbetjeve t€ GMRES.

Konkretisht krijohet njé matricé e rastésishme dhe e rrallé A me pérmasa
479x479, me dendési 50% dhe elementé jo-zero né diagonalen kryesore. Dhe
krijojmé njé vektor té rastit b me pérmasa 479x1 pér anén e djathté té
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ekuacionit matricor Ax = b. Né tabelén e méposhtme paragesim nése jemi né
rastin e njé algoritmi gé konvergjon ose jo:

Toleranca | Maxit Restart Mbetja relative | Rezultati
le—6 10 - 0.53 Nuk konvergjon
le — 4 100 — 0.28 Nuk konvergjon
le — 4 300 100 7.2e — 05 Konvergjon

Tabela 7.1: gmres () pér zgjidhjen e sistemeve t&€ médha pa parakushtézim

Sistemi linear katror zgjidhet duke pérdorur gmres{) me kushtet e paracaktuara
dhe mé pas rregullohet toleranca, numri i iteracioneve té pérdorura gjaté procesit
té zgjidhjes. Rezultati i shfaqur pérfshin edhe vlerén e gabimit relativ té mbetjes.
Sidoqgofté, gmres() ka gjithashtu njé input gé kontrollon numrin e iteracioneve
té brendshme. Zakonisht pérdoren 10 iteracione dhe njé tolerancé prej 107°. Né

rastin e matricés soné shohim qgé algoritmi nuk konvergjon né ato 10 iteracione.
Edhe me njé tolerancé mé té lirshme dhe me shumé iteracione, gabimi i
mbetjeve nuk pérmirésohet shumé. Edhe pse implementimi né Matlab na paraget
njé mbetje ende té madhe, éshté njé tregues gé nevojiten mé shumé iteracione
0se njé matricé parakushtézuese.

Fakti nése konvergjon ose jo metoda pérfagéson shkallén me té cilén njé metodé
iterative i afrohet zgjidhjes sé njé sistemi linear dhe ofron njé lidhje pér normat e
mbetjes t& gmres(). Késhtu sistemi do zgjidhet pérséri duke pérdorur njé vleré
rifillimi (restart) 100 dhe njé vleré maksimale iteracionesh prej 300. Né vend gé
té béhen 100 iteracione njé herésh, gmres() kryen 100 iteracione midis
rifillimit dhe pérsérit kété veprim 300 heré. Ndryshe nga rastet e tjera ku numri i
iteracioneve éshté shumé larg numrit real té vlerave vetjake té matricés A.
Konvergjenca e shpejté né rastin e treté ndodh, sepse vlerat vetjake mé té vogla
té A jané grumbulluar larg origjinés dhe A nuk éshté shumé larg normalitetit.

Gjithashtu specifikimi i njé vlere té madhe té ristartimit pér gmres() i
mundéson metodés té konvergjojé né njé zgjidhje brenda numrit té lejuar té
iteracioneve.

Parakushtézimi gmres() pa Restart

Pér té zgjidhur sistemin linear shqyrtojmé efektin e parakushtézimit té& matricés
pa restart. Konkretisht marrim njé matricé té rrallé josimetrike (479x479) dhe

pércaktohet b né ményré gé zgjidhja e vérteté e Ax = b éshté njé vektor me té
gjitha hyrjet 1. Pércaktohet toleranca 12 —11 dhe numri maksimal i
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iteracioneve, gé éshté 11-t€. Kemi gé konvergjenca e metodave té nénhapésirés
Krylov pér ekuacionet lineare varet né njé shkallé t&¢ madhe nga shpérndarja e
vlerave vetjake.

Metoda GMRES pa Restart ka té béjé dhe me faktin gé njé vektor i pérafruar i
zgjidhjeve do té ruhet né c¢do iteracion derisa metoda té konvergjojé dhe gabimi
relativ do t& béhet mé i vogeél sesa limiti i lejuar. Problemi i metodés pa Restart
géndron né rritjen e kompleksitetit té llogaritjeve. Si¢ e theksuam mé sipér njé
ményré pér té mos u zgjatur procesi vendoset njé numér maksimal iteracionesh
por kjo nuk garanton gé metoda konvergjon, ndalon procesimin pértej njé numri
iteracionesh brenda té cilit duhet té ishte arritur konvergjenca.

Pra pérdorim gmres() pér té gjetur zgjidhjen me tolerancén dhe numrin e
iteracioneve té kérkuar. Gjithashtu specifikojmé 5 outputet pér té pércjellé
informacionin pér procesin e zgjidhjes:

o F10 paraget njé ’flag’ dhe tregon nése algoritmi konvergjon apo jo.
o x0 paraget zgjidhjen e llogaritur e A # xy = b.
° it éshté njé vektor me dy elementé inner dhe outer, i cili tregon numrin

e brendshém dhe té jashtém té iteracioneve kur x éshté llogaritur.
. rr0 paraget mbetjen e zgjidhjes sé llogaritur x.

o 10 éshté njé vektor gé pérfagéson historiné e mbetjeve pér ||4x — b||.
NEé rastin e problemit té dhéné mé sipér kemi:

flo fl1 rr0 rrl ito itl

1 0 0.6513 1.3557e-13 1 125 |1 6

Tabelé 8. 1: Outputet né procesin e zgjidhjes

FI10 merr vlerén 1, sepse gmres() nuk konvergjon né tolerancén e kérkuar
1e — 11 brenda 25 iteracioneve té kérkuara. Zgjidhja e pérafért mé e miré gé
GMRES kthen éshté paraqitur nga it0 (2) = 25. Késhtu gé pér té ndihmuar né
konvergjencé, mund té specifikojmé njé matricé parakushtézimi.

Duke qgené se A éshté matricé josimetrike, pérdorim ILLI pér té gjeneruar
parakushtézimin M = LU dhe pércaktojmé njé toleranc€ ’drop’ pér t€ mos
lejuar hyrjet jodiagonale me vleré mé té vogél se 1le — 6. MéE pas zgjidhim
sistemin e parakushtézuar M~*Ax = M™'b duke i pércaktuar L dhe IF si inpute
t¢é GMRES. Kur specifikohet njé parakushtézim, gmres() llogarit normén e
mbetjes té sistemit té parakushtézuar pér outputet rr1 dhe rvl.
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Pérdorimi i parakushtézimit ILI7 prodhon njé mbetje relative mé té vogeél se
toleranca e kérkuar 1e — 11 né iteracionin e gjashté té jashtém dhe ecuriné e
gmres() mund ta shohim duke véné né grafik mbetjet relative pér ¢cdo iteracion.
Konkretisht mbetja e paré (rvi(1)) éshté norm(U\ (L\ b)), kuM = L # U
dhe mbetja e fundit éshté norm(I'\ (LY (b — A = x1))).

10°

\’. = Asnjé parakushtézim
\ Parakushtézimi ILU
102 \ Toleranca
i ) 1
vlerat e vogla veljake
10 \
[ |
LY
2 N
2 i \
s 107 |- \ 1
o L]
bt \
© ‘1
g 10 \ 1
= 1
10-10 \.
i I". |
|I|
\
-12 \
10 \ 1
}
10°7% L L L
-5 0 5 10 15 20

Numri | iterracioneve
Figura 8.1 Parakushtézimi gmres () pa Restart

Né figurén e mésipérme paragitet ulja e vlerave té mbetjes me rritjen e
iteracioneve, ku kemi dhe kalimin e kufirit t& vendosur. Rasti i pakushtézuar
paraget vetém vlerat e metodés, e cila nuk sjell njé konvergjencé té sistemit
linear. Grafiku me ngjyré portokalli tregon sesi ndryshon hap pas hapi gabimi
relativ i metodés. Kufiri i poshtém paraget kufirin né té cilin metoda konvergjon.

Gjithashtu kemi vlerat mé té vogla vetjake, té cilat nuk jané shumé afér 0-s
prandaj metoda konvergjon ngadalé nése vlerat mé té vogla vetjake jané afér 0-s
dhe konvergjojné mé shpejt nése kéto vlera nuk jané shumé afér 0-s. Né rastin e
problemit toné metoda konvergjon shpejt me 6 iteracione dhe gabimi relativ
éshté mé i vogél se 107, Nga grafiku shohim gé gabimi i metodés béhet
gjithnjé e mé i vogél dhe né iteracionin e 6-t& metoda konvergjon shpejt né sajé
té parakushtézimit ILU.
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Pérfundime

Arrittm né pérfundimin gé pércaktimi i njé vlere t& madhe té rifillimit pér
GMRES i bén t& mundur metodés té konvergjojé né njé zgjidhje brenda numrit
té lejuar té iteracioneve. Gjithashtu treguam se vlerat e vetjake mund té jené
shumé té dobishme pér zgjidhjen e sistemeve dhe nga shembujt e trajtuar mé
sipér pamé gé shkalla e konvergjencés udhézohet nga vlerat vetjake mé té vogla,
té cilat sjellin ngadalésimin e shpejtésisé sé saj.

Qéllimi yné éshté té kuptojmé se kur dhe pse metoda konvergon mé shpejt sesa
né njé fazé e méparshme e procesit té iteracionit. Njé nga teknikat gé sjell né njé
konvergjencé mé té shpejté éshté parakushtézimi i matricés. Konkretisht kemi
pérmendur si parakushtézim ILU-né, i cili pérmiréson vetém numrin e kushtit té
sistemit matricor duke e sjellé mé afér matricés njési. Eshté e garté se zgjedhja e
njé parakushtézuesi t& gabuar mund té ndalojé konvergjencén dhe késhtu té
gabojé pérafrimin e zgjidhjes. Kjo metodé pérdoret zakonisht kur matrica éshté e
kegkushtézuar, prandaj dhe implementimi ndikon né numrin e kushtit té
matricés pérfundimtare gé ka njé efekt té dobishém né vecorité e konvergjencés
té algoritmit parakushtézues.

NEé rastin e parakushtézimit GMRES pa restart metoda konvergjon ngadalé nése
vlerat mé té vogla vetjake jané afér zeros dhe konvergjojné mé shpejt nése kéto
vlera nuk jané shumé afér zeros. Né té ardhmen metodat iterative priten té kené
pérmirésime pér njé konvergjencé né sa mé pak iteracione.
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