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Pérmbledhje

Né kété material fillimisht fokusohemi tek produkti tensor i hapésirave t& matshme
(Xi,\/i,vi) ku Vi jané preunaza dhe v; jané masat korresponduese né Vi. Kuptimi i

hapésirés tensor produkt na lejon té shtrijmé kuptimin e bashkésisé sé Fubinit
Fub(Y) pér funksionet Bochner té integrueshém me vlera né hapésirén kuazi-Banah
Y. Bazuar né vetité e funksioneve té thjesht¢ f eS(V,Y), ku V =V, ®V, éshté

produkti tensor i familjeve Vi pér i = 1,2, ndértojmé njé klasé funksionesh Bochner
té shumueshém feL(v,Y) pér té cilét ka vénd njé teoremé e ngjashme me teoremén
Fubini pér funksionet, por me kushtin gé Y é&shté hapésiré kuazi-Banah. Pér té
ndértuar kété klasé funksionesh, fillimisht kujtojmé se né rastin kur Y é&shté hapésiré
Banah né hapésirén L(V,Y) ka vend teorema e Lebegut mbi konvergjencén e
dominuar e cila nuk éshté e vérteté pér rastin kur Y é&shté hapésiré kuazi-Banah.
Kétu kemi marré njé klasé funksionesh

A= {f:X >Y[fleLV,R) = f el(v,Y)|ku ie{L2}dhe [f(q|=[f (), . Pér
kété klasé funksionesh mund té vértetohet teorema e konvergjencés sé dominuar,

madje edhe teorema e tipit Fubini. Ky rezultat pérbén edhe géllimin kryesor t& kétij
punimi.

Fjalékyce: Integral i Bochner-it , produkti tensor i hapesirave, teorema Fubini.

Abstract

In this material we first focus on the tensor product of measurable spaces (X;,V;,V;)

where V; are prerings and v; are corresponding measures in V;. The meaning of the
tensor product space allows us to extend the meaning of the Fubini set Fub () for
the Bochner integrable functions valued in the quasy-Banach Y space. Based on
property of simple functions f € S(V,Y), where V =V, ®V, is the tensor product of
family ¥; for i = 1,2, we can construct a class of summable Bochner functions for
which there is a theorem similar to the Fubini theorem for functions feL(v,Y), but
under the condition that Y is the quasy-Banah space. To construct this class of
functions, we recall that when Y is the Banach space in the space L (v, Y) there is a
Lebesgue dominated convergence theorem which is not true of the case when Y is
the quasy-Banah space. Here we have a class of functions, denoted

A= {f:X>Y;|fleLv,R)= f eL(v;,Y)} whereie {12} and |f(x)|=]f(x),.

For this class of functions we can proof a type of Lebesgue dominated convergence
theorem, even the Fubini type theorem. This result is also the main purpose of this

paper.
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Hyrje

Teoremat e Fubinit pér integralet e Lebegut dhe Bochnerit né rastin e
funksioneve me vlera ne hapésirat e Banahut, jané rezultate me mjaft interes
né analizén funksionale. Ne kérkojmé gé té pérgjithésojmé kéto teorema né
rastin kur funksionet jané me vlera né hapésirat kuazi-Banah. Pér kété
fillimisht vémé né dukje se hapésirat né té cilat jané pércaktuar funksionet
pér té cilat kryhet studimi jané produkt tensor hapésirash t&€ matshme. Kéto
hapésira jané gjithashtu hapésira té matshme. Né gendér té vémendijes soné
éshté ményra se si do t¢ mund té pércaktojmé bashkésiné Fub(Y) té
funksioneve Bochner té integrueshém pér té cilét garantohet vértetésia e njé
teoreme té ngjashme me até té Fubinit né rastin kur Y éshté hapésiré Banah.

Kjo e fundit realizohet duke marré klasén e funksioneve té pérmendur mé
sipér. Pér kété klasé funksionesh mund té& vértetohet teorema e
konvergjencés sé dominuar, madje edhe teorema e tipit Fubini.

Njohuri paraprake

Supozojmé se X éshté njé hapésiré abstrakte dhe V njé familje e
nénbashkésive té X gé pérmban bashkésiné boshe. Shénojmé S(V) familjen e
gjithé nénbashkésive té X gé jané bashkime té fundme bashkésish joprerése
nga familja V. Kjo familje quhet familje e bashkésive té thjeshta té gjeneruar
nga familja V.

Familja V formon njé preunazé né hapésirén X né gofté kénaq kushtet: Né
qofté se A, A, eV atéheré njékohésisht A nA, dhe A —A, b&jné pjesé né
familjen S (V).

Le té jeté Y njé hapésiré kuazi e normuar. Shénojmé S (V,Y) hapésirén e
funksioneve té formés h=y,ya +Yoxa +--+Yixa KU yieY, AeV dhe
xa Jané funksione karakteristiké né bashkésité joprerése Ai .Kjo familje
quhet familje e funksioneve té thjeshté té gjeneruar nga preunaza V.

Vargu i funksioneve s, eS(V,Y) quhet varg bazé né qofté se gjenden
funksionet h, eS(v,Y)dhe njé Kkonstante pozitive M e tillé qé
Sy=h +h+..+h,, ku |h[|<M@K)™" pér n=1,2,... dhe K éshté moduli i
konkavitetit té hapésirés Y.

Supozojmé se (X,V,v) éshté njé hapésiré e matshme mbi preunazén V dhe Y
éshté njé hapésiré kuazi-Banah. Shénojmé L (v,Y) hapésirén e funksioneve
f:X—>Y pér té cilét gjendet njé varg bazé s,eS(V,Y)gé konvergjon
pothuajse kudo tek funksioni f.Kjo hapésiré quhet hapésira e funksioneve

Bochner té shumueshém dhe nése Y=R atéheré L(v,R) quhet hapésira e
funkiosneve Lebeg té shumueshém.
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Le té jené (Xi’vi,vi) hapésira té matshme, ku Vi jané preunaza.
Konsiderojmé prodhimin kartezian X;xX,. Mbi produktin tensor
Vi ®V, ={AxA i A eVy, Ay eV,} té familjeve Vi té bashkésive, pércaktojmé
funksionin  bashkésior v, ®v,(A xA)=V,(A)-V,(A); VA eVi(i=12).
Treshja (X,V,v), ku X =X;xX,,V =V, ®V,,v=V, ®v,, formon njé hapésiré
té matshme pozitive (V.Bogdan 2010). Kjo hapésiré quhet hapésiré produkt
tensor. Me metodén e induksionit matematik mund té pérgjithésohet se
produkti tensor i njé sasie té fundme hapésirash t& matshme éshté hapésiré e
matshme.

Le té jené f:X;xX, —>Y, Y njé hapésiré kuazi-Banah dhe x, € X; njé
element i fiksuar. Shénimi f (x,.) paraget funksionin x, — f(x,x,).

Pérkufizim 1

Shénojmé me Fub(Y) bashkésiné e funksioneve Bochner té integrueshém
f eL(v,Y), pér té cilét gjendet njé bashkési C nul pér vi dhe njé funksion
hel(v,Y)itillé gé¢ f(x,.)eL(v,,Y)dhe h(x)=]f(x,x%)v,(dx,) né qofté se
X &C, pér mé tepér [ fdv=[hdv, =[(] f(x, %)V, (dx;))wd(x). (Mme shénimin
[ f (x)vd(x) kuptojmé | fdv )

Nga lineariteti i integralit t& Bochnerit (E.Zajmi Kotonaj 2008) rrjedh se

bashkésia Fub(Y) éshté lineare. Madje njélloj si né (V.Bogdan 2010)
tregohet lehté se bashkésia e funksioneve té thjeshté (V,Y) < Fub(Y).

Rezultate

Né gofté se Y éshté njé hapésiré Banah atéheré integrueshméria e funksionit
:X—>Y sjell integrueshmériné e |f| dhe pér mé tepér nése funksioni f éshté i
matshém ka vend edhe e anasjellta.(Bogdanowicz, 1965). Ndryshe nga rasti
kur Y éshté hapésiré e normuar, né kété rast jo gjithnjé integrueshméria e |f|
garanton integrueshmériné e funksionit f edhe pse ky i fundit éshté funksion
i matshém. Kjo pasi né rastin kur Hapésira Y éshté e kuazi normuar nuk

éshté i vérteté mosharazimi |f fdv| < [| f|dv.

Shénojmé me A = {f:X >Y;|fleL(,R)= fel(v,Y)}ku ie{l2}dhe
| ()] =] f(x)], - Le t& tregojmé se klasa e funksioneve A éshté jo boshe.
Pohim 2

Koleksioni i funksioneve té thjeshté S(V,Y) pérfshihet né koleksionin A.
Vértet

Eshté e garté nga pérkufizimi i funksioneve té thjeshté se: Né qofté se
feS(V,Y) < L(v,Y) atéheré g = |fleS(V,R) < L(v,R). E anasjellta jo
gjithmoné éshté e vérteté, por vetém nése bashkésia e vlerave té funksionit f
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éshté e fundme. Késhtu q& né qofté se funksioni feS(V,Y) atéheré
f=Yixn +Yoxa -tV KU A=A xA péri=1,2..k, dhe si rrjedhim

f(4,) = Yixe +Yake, ++Yixs, KU B ={x}xA pér i=12..k Prandaj

|f(X1,.)| :|y1|ZBl +|y2|ZBz +---+|yk|ZBk eS(V,,R) dhe f(x,.)eS(V,,Y). Praka
vend relacioni S(V,Y) c A..»

Po japim tani shembullin e njé funksioni jo té thjeshté gé bén pjesé né
koleksionin A.

Shembull 3

Le té jené Xi=[a,b]cR dhe X; njé bashkési e ¢farédoshme. Konsiderojmé
hapésirén tensor produkt (X,V,v), ku X =X;xX,,V =V, ®V,,v=v, ®v,, dhe
Vi jané preunaza né X; Le té jené f njé funksion me vlera reale i
vazhdueshém né segmentin [a,b] dhe geS(V2,Y). Ndértojmé funksionin
F(x.y) = f(x)a(y).

=Sé pari vérejmé se funksioni F bén pjesé né koleksionin L(v,Y).

Meqgé funksioni f éshté i vazhdueshém né segmentin [a,b] atéheré ky
funksion éshté Lebeg i integrueshém, pra gjendet njé varg bazé sn(x) gé
konvergjon p.k sipas masés vi tek funksioni f(x) . Gjithashtu, meqé
S(V2,Y)cL(v2,Y) gjendet njé varg bazé t,(y) i cili konvergjon p.k sipas
masés v, tek funksioni g(y). Vargu sa(X)ta(y) éshté varg bazé né S(V,Y) i cili
konvergjon tek funksioni F p.k sipas masés v.

Vértet
Pér c¢do dy funksione t€ thjeshté h=xyz, +Xx, +..+X%z, dhe

k |
U=V 2e +Yoko, ++ Yi2g Kemi ht:Z(inijm,) atéheré funksioni ht

i=1\_j=1
éshté funksion i thjeshté. Prandaj si(X)ta(y) éshté varg funksionesh té
thjeshté dhe pér mé tepér s, =h +h, +...+h, ku [|hy|<M14™ pér n=1,2,... dhe
th = g1tQ2ot...+gn Ku [|gn||[<M2(4K)™ pér n=1,2,..., dhe si rrjedhim kemi
510G = NIsnGIGYIAV = [Isall-llgill < My (47+4%+...+47) - M(4K)T <
M1M,(4K)7 pér j=1,2,...,n. (kemi parasysh se norma ||S|| &shté vlera absolute
sepse Ky varg éshté varg nmumerik.)

Té tregojmé se vargu sa(X)ta(y) konvergjon tek funksioni F(x,y) p.k sipas
Masés V.

Meqé vargu numerik sy(X) konvergjon p.k sipas masés v; tek funksioni f(x),
pér cdo € > 0 gjendet numri natyror ni i tillé gé pér ¢do n>n; dhe pér ¢do
xg A1 ku vi(Az) = 0 ka vend mosbarazimi [sn(X)-f(X)| < €.

Gjithashtu, vargu ta(y) konvergjon p.k sipas masés v, tek funksioni g(y).
Késhtu gé, pér ¢cdo € > 0 gjendet numri natyror n; i tillé gé pér ¢cdo n>n; dhe
pér ¢do y# Az ku v2(A2) = 0 ka vend mosbarazimi [ta(y)-g(y)| < e.
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Jané té vérteta mosbarazimet:

[F(XY) - sa()ta(y)| = [f(x)a(y) - ss()ta(y)] < K([f(x)a(y) - FO)ta(y)[+ [f(X)ta(y)
- Su(X)ta(y)[) = K(FOI-9(y)-ta(y)] + [ta(y)I-[F(X)-sa(X)])

Meqgé funksioni f éshté i vazhdueshém né segment atéheré ai éshté i
kufizuar, pra gjendet njé konstante M e tillé gé [f(X)|<M: pér ¢do xeX1. Nga
ana tjetér [ta(y)|< K(g(y)-ta(y)[+1a(y)]) < K(e + M2) ku M éshté njé kufi i

sipérm i funksionit me vlera té fundme |g(y)|eS(V2,R) dhe n>n; ygA, me
masé Vvo(Az) = 0.

Né kéto kushte |F(x,y) - sa(X)ta(y)| < K [Mie + K(e +M>)e] = €', pér ¢do
n>max(n1,nz) dhe (x,y) ¢ AixAz=A dhe v(A) = vi(A1)V2(A2) = 0.=

Nga ana tjetér [fg|(x1,.) = Mig(y)| ku M=[f(x1)| éshté konstante, prandaj
Ifg|(X1,.) €L(v2,R). Njélloj [fg|(.,y2) = M|f(X)| ku M=|g(y.)| éshté konstante,
prandaj |fg|(.,y1) €L(v1,R).

Vérejmé gjithashtu se, fg(xi,.) = Mg(y)eS(VaY) < L(v2,Y) ku M=f(xy)
éshté njé konstante reale. Nga ana tjetér fg(.,y1) =zf(x) ku z = g(y1) éshté njé
element i fiksuar né Y. Duke arsyetuar njélloj si né rastin kur treguam se
vargu sn(X)ta(y) konvergjonte tek funksioni F, tregohet se vargu zs,(X) éshté
varg bazé gé konvergjon tek funksioni fg(.,y1) p.k sipas vi, prandaj

fg(.,y1)eL(vy,Y).

Pra treguam se funksioni F(x,y) € A.

Gjithashtu vértejmé se:

Pohim 4

Koleksioni A éshté nénhapésiré lineare e hapésirés L(v,Y).

Veértetim

Pér funksionet f,fi,f,e A éshté i vérteté relacioni

|10, ]| T2, )] € Lva, R) = f1(x,.), F(%,) € L(v,,Y) © L(v,Y) ose

|fl(.,x2)|,| f2(.,x2)| eL(v,R)= fi(, %), fo( %) e L(v,Y) c L(V,Y) .

Gjithashtu nga vetité qé gézon kuazi-norma né Y mund té shkruajmé se:

| 106, )] ] F2 0, )| € Lo, R) = [ £y(x,) + o (%,.)| € L(v,, R) dhe megé

f,0x,.), f,(x,.) € L(v,,Y) = L(v,Y) = f, + f, e L(v,Y) . Po ashtu éshté e qarté
se |kf| e L(v,R) = kf e L(v,Y) pér ¢do keR. =

Le t& jené Y njé hapésiré kuazi-Banah, (X;V;v;)pér i=1,2 hapésira t

matshme mbi preunazat V; dhe (X,V,v) hapésira tensor produkt
(X1 x X5V, ®V,, v, ®V,) .

Ka vend kjo teoremé.



297 BSHN (UT) 24/2017

Teoremé 5 (e tipit Fubini)
Cdo funksion fe A bén pjesé né familjen Fub(Y).
Veértetim

Marrim njé funksion feA té c¢farédoshém. Meqé feL(v,Y) atéheré gjendet

njé varg bazé (S”)neN i cili konvergjon p.k sipas v tek funksioni f. Le té

marrim vargun me vlera reale g, (x)= K |h (x)|+K?|h,(x)|+...+ K" |h,(x)|, ku
h (x) pér i=1,...,n jané funksionet e thjeshté gé marrin pjesé né paragitjen e
s, (x) dhe K éshté moduli i konkavitetit t& Y. Vérejmé se g, € S(V,R) sepse
pér ¢do i=1,2,...,n ka vend mosbarazimi

! i i MK' M
[k'n = 1K fav= k' < 35 = 7
dhe
[gndv = TK [ (0fdv+ [ K2, ()| dv...+ [ K" [, (x)ldv
M M M n1 M
<T+?+...+F:MS§14_S<_:M

Nga ana tjetér vargu g, éshté varg monoton jozvogélues dhe vargu i
integraleve korrespondues éshté i kufizuar nga sipér nga numri M’. Né
L(v,R) ka vend teorema e konvergjencés monotone (Bogdan, 2010) sipas sé
cilés gjendet njé funksion ge L(v,R) i tillé gé vargu g, konvergjon p.k sipas
v tek funksioni g dhe pér mé tepér [gdv = r!l_r>n [gnav.

Megé S(V,R) < Fub(R) kemi gé g, € Fub(R)dhe si rrjedhim gcFub(R).
(Fub(R) éshté e mbyllur nén konvergjencén monotone p.k sipas v (V.Bogdan
2010)) Gjithashtu p.k sipas v dhe pér ¢do neN, jané té vérteta mosbarazimet

|5, (0] < K| 00|+ K ([ (0] + ..+ 1, () <

K [Py ()] + K2 [hy ()] + K (g ()| + ..+ [y () < ...

< Khy(x)]+ K2|h2(x)|+...+ K" |h, (%) = 9, (x) < g(x)
Prandaj gjendet njé bashkési A nul sipas v e tillé & |s,(x)|< g(x), vx & Adhe
neN, dhe pér mé tepér ,!'ﬂl s, (x) = f(x) né qofté se xgA.
Shénojmé C; njé Dbashkési nul pér vi t& tillé Qgé& prerjet
A(X) ={x, € X, 1 (X, X,) € A} t& bashkésisé A jané nul pér v, né gofté se
X, ¢ C, .(V.Bogdan 2010) Meqgé geFub(R) atéheré gjenden bashkésia C nul
pér vi, funksioni hel(v,R) t& tille qég(x,.)eL(v,,R),
h(x,) :J.g(xl,.)dv2 né qofté se Xx ¢C,dhe Ihdvl :'fgdv. Marrim
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% &C, uC, =C té ¢farédoshém. Pér ¢cdo x, ¢ A(x) dhe neN éshté i vérteté
mosbarazimi s, (x.,%,)| < 9(x,%,) .Nga ana tjetér vargu s, (x,.) éshté varg
bazé né L(v,,Y)dhe si rrjedhim gjendet njé funksion s:X-Y i tillé gé
s, (x,.) konvergjon tek funksioni s(x;,.) p.k sipas v.(E.Zajmi Kotonaj 2015)

Késhtu gé, pér ¢cdo € > 0 gjendet njé n, e N e tillé gé pér ¢cdo n>n, dhe pér
¢do x, & X,—A, ku v,(A)=0 ka vend mosbarazimi |s,(x,.)—s(x,.)|<¢.
Pra arrijmé né pérfundimin qé pér ¢cdo x, e X; dhe pér ¢cdo x, ¢ A, kemi gé
|sn (%1, %) —S(x., X, )| < & .Mosbarazimi i fundit nuk éshté i vérteté né
bashkésiné A=AxA, ku v,(A)=0dhe si rrjedhim v(AxA)=0.
Domethéné vargu s,(x,x%,) konvergjon tek s(x,x,)p.k sipas v. Nga ana
tjetér vargu s, (x, X,) konvergjon tek f(x,x,) p.k sipas v. Kjo e fundit na ¢on
né pérfundimin gé funksionet f(x;,x,)dhe s(x,x,) jané p.k té barabarté
sipas v.

Shénojmé né B bashkésiné ku funksionet f dhe s kané vlera té ndryshme.
Bashkésia B =B, xB, ku ose v;(B,)=0 ose v,(B,)=0. Vérejmé se bashkésia

D =B, x(A, UB,) e ka masén v(D)=0, ndérkaq pér ¢do (x,x,)e X —D jané
té vértet mosbarazimet

Isn (%0, ) = (g, )| < K (I (%, ) =S(x, )] +[s04,.) = 04, =

|50 (%1, ) = F O, )| < K3, (%) = 5(x3,.)
Késhtu gé vargu s,(x,.) konvergjon tek funksioni f(x,.) p.k sipas v..
Prandaj funksionet s,(x;,.) dhe f(x,,.)jané p.k té barabarté sipas v, dhe si
rrjedhim funksionet | f (x,,.)| =(s(x..)| p.k sipas masés v..

Eshté i veérteté mosbarzimi:|s(x,,.)|—K|s, (¥, )| < K|s,(¥,)—s(x,)| o0se
K8y (g, )| =[s(x,, )| = =K s, (¥4,.) —S(x,.)| .Késhtu qé duke kaluar né limit pér n
gé tenton né +oo kemi: %|s(xl,.)|§ 9(x,.). Né kéto kushte funksioni
s(x..)| € L(v,, R) . Meqgé funksioni fe A atéheré f(x,.) e L(v,,Y). Si rrjedhim
vargu g(xl,.) =[s,(x,.)dv, konvergjon tek [ f(x;,.)dv, p.k sipas v.. Nga ana
tjetér mund té tregohet lehté se vargu Q(xl,.) =[s,(x,.)dv, éshté varg bazé né
hapésirén L(v,Y)dhe si rrjedhim gjendet njé funksion s tek I cili ky varg
konvergjon p.k sipas vi. Njélloj si mé lart tregohet se funksionet s dhe
f(x) =] f(x,.)dv, jané p.k t& barabarté sipas v.

Nga ana tjetér
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5.00)] =15 0, Vv | < K[|y 0, )] v+ K [y 0, ) v,)
=19, (%, )dv;
Prandaj me arsyetime té ngjashme si mé lart tregohet se
F(x) =] FOq,)dv, eL(v,Y).
Pér mé tepér j?dvl=r!i_[r;j§dvl=r!i_[r;jsndv=jfdv , dhe si rrjedhim

feFub(Y).
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