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Përmbledhje 

Le të jetë  një hapësirë kon -metrike pjesërisht e pjeshme e dobët. Në këtë 

punim është dhënë një teoremë që vërteton ekzistencën dhe unicitetin e një pike 

fikse të përbashkët për dy funksione të klasës së sipërme konike   në hapësirën 

. Si rrjedhim i këtij rezultati, janë përftuar disa teorema mbi pikat fikse të 

përbashkëta për disa lloje kontraksionesh. Rezultatet e përftuara përgjithësojnë disa 

rezultate të pikave fikse në hapësirat metrike të pjesshme të dobëta. Teorema 

kryesore e punimit është shoqëruar me një shembull i cili nxjerr anën zbatuese të saj. 

Fjalëkyçe: Hapësirë kon -metrike pjesërisht e pjesshme e dobët, pikë fikse, klasë 

konike e sipërme, funksion krahasues, varg Cauchy. 

Abstract  

Let  be a weak-partial quasi cone -metric space. In this paper is given a 

theorem which assure the existence and uniqueness of a common fixed point of two 

functions of   cone upper class in  . As a sequence of this result, there are 

obtained some common fixed point theorems for different types of contractions. The 

gained results generalize some theorems in weak partial metric space. The highlight 

theorem of this paper is illustrated by an example which shows the applicative side 

of it. 

Key words: Weak-partial quasi cone -metric space, fixed point, cone upper class, 

comparison function, Cauchy sequence.  

Hyrje  

Hapësirat kon metrike u studiuan për herë të parë nga Huang dhe Zhang në 

(2007). Ata zgjeruan hapësirat metrike në hapësira kon metrike duke 

zëvendësuar drejtëzën reale me një hapësirë të Banach-ut, në të cilat 

studiuan pikat fikse që plotësojnë kontraksionin e Banach-ut dhe disa 

kontraksione të tjera. Mathew (1992) kontribuoi në fushën e Analizës duke 

prezantuar hapësirat metrike të pjesshme. Shumë autorë si Valero (2005), 

Altun dhe Erduran (2011), etj, punuan në lidhje me pikat fikse në këto 

hapësira. 
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Në 1999, Heckmann et.al përkufizuan në punimin e tyre hapësirat metrike të 

pjesshme të dobëta, dhe në vijim te këtij studimi, autorë si Aydi et.al (2018), 

Barakat et.al (2017), Durmaz et.al (2013), Kanwal et.al (2019), kanë dhënë 

një kontribut të rëndësishëm në studimin e pikave fikse në hapësirat metrike 

të pjesshme të dobëta. Barakat et.al (2017) i zgjeruan këto hapësira në 

hapësirat metrike pothuajse të pjesshme të dobëta.  

Sila et.al (2021) dhanë konceptin e hapësirave kon -metrike pjesërisht të 

pjesshme të dobëta. Në punim u studiuan disa veti topologjike të këtyre 

hapësirave të reja dhe u dhanë disa rezultate në lidhje me pikat fikse për 

kontraksione jolineare në këto hapësira.  

Sila et.al (2020) paraqitën konceptin e funksioneve të klasës së sipërme 

konike  në hapësirat kuazi kon metrike. Ata vërtetuan ekzistencën dhe 

unicitetin e pikave fikse për këto lloje funksionesh duke përdorur diametrin e 

orbitave në hapësirat kuazi kon metrike. 

Në këtë punim, studiohen ekzistenca dhe uniciteti i pikave fikse të 

përbashkëta për dy funksione të cilat i përkasin klasës së sipërme konike  

 në hapësirën kon -metrike pjesërisht të pjesshme të dobëta. 

Rezultatet e treguara ne punim janë përgjithësim i disa rezultateve të fituara 

më parë në hapësirat metrike, kon metrike dhe hapësirat metrike e pjesshme 

të dobëta. 

Përkufizimet e mëposhtëme në lidhje me konin dhe hapësirën konike, janë 

dhënë nga (Huang dhe Zhang 2007). 

Përkufizim 1.1. (Huang, Zhang, 2007) Le të jetë  një hapësirë reale e 

Banach-ut dhe  një nënbashkësi e .  quhet kon nëse ajo plotëson kushtet 

e mëposhtëme: 

 1.  është e mbyllur, ;  

 2. Për çdo , ku ;  

 3. Në qoftë se  dhe .  

Le të jetë  një kon. E pajisim konin  me një relacion renditje  të 

dhënë nga  në qoftë se dhe vetëm në qoftë se .  në 

qoftë se dhe , kurse  do të kuptojmë  nëse , 

ku  shënohet brendia e .  

Koni  quhet normal nëse ekziston një numër pozitiv  për të cilin 

plotësohet kushti: nëse , atëherë , për çdo . 

Numri më i vogël pozitiv  i cili plotëson kushtin e mësipërm quhet 

konstante e normalitetit e .  

Përkufizim 1.2. (Huang dhe Zhang 2007). Le të jetë  një bashkësi e 

ndryshme nga bashkësia boshe. Pasqyrimi , i cili plotëson 

kushtet e mëposhtëme: 
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   1.  për çdo  dhe  atëherë dhe vetëm atëherë 

kur ;  

   2.  për çdo ;  

   3.  për çdo , 

quhet kon metrikë në . Çifti i renditur  quhet hapësirë kon metrike.  

Përkufizim 1.3. (Heckmman, 1999) Le të jetë  një bashkësi e ndryshme 

nga bashkësia boshe. Pasqyrimi  quhet metrikë e pjesshme e 

dobët, në qoftë se ai plotëson kushtet e mëposhtëme: 

1.  në qoftë se dhe vetëm në qoftë se , për çdo 

; 

2.  për çdo ; 

3.  për çdo ; 

4.  për çdo . 

Çifti i renditur  quhet hapësirë metrike e pjesshme e dobët. 

Përkufizim 1.4. (Abdelajawad et.al 2011) Le të jetë  një bashkësi e 

ndryshme nga bashkësia boshe. Pasqyrimi  quhet metrikë e 

pjesshme e dobët, në qoftë se ai plotëson kushtet e mëposhtëme: 

1.  në qoftë se dhe vetëm në qoftë se , për çdo 

; 

2.  për çdo ; 

3.  për çdo ; 

4.  për çdo . 

Çifti i renditur  quhet hapësirë metrike e pjesshme e dobët. 

Përkufizim 1.5. (Sila et.al 2021) Le të jetë  një bashkësi e ndryshme nga 

bashkësia boshe dhe  një kon. Funksioni  që plotëson 

kushtet e mëposhtëme:  

1.  në qoftë se dhe vetëm në qoftë se 

, për  ; 

2.  për çdo ; 

3.  për çdo ; 

4.  për çdo , 

quhet kon -metrikë pjesërisht e pjesshme e dobët. 

Çifti i renditur  quhet hapësirë kon -metrikë pjesërisht e pjesshme e 

dobët. 

Shembull 1.6. (Sila, et.al 2021) Le të jete ,  dhe 

 një kon. 

Përcaktojmë pasqyrimin  të tillë që: 
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Pasqyrimi  është kon metrikë pjesërisht e pjesshme e dobët dhe   

hapësirë kon -metrikë pjesërisht e pjesshme e dobët me . 

Përkufizim 1.7. (Sila, et.al 2021) Le të jetë  një hapësirë kon -

metrikë pjesërisht e pjesshme e dobët dhe  një varg në të.  

1. Vargu  quhet konvergjent i djathtë në pikën në qoftë 

se për çdo  ekziston , e tillë që për  , rrjedh që 

. 

Shënohet . 

2. Vargu  quhet konvergjent i djathtë në pikën në qoftë 

se për çdo  ekziston , e tillë që për çdo  rrjedh që:   

 
Shënohet  

3. Vargu  quhet konvergjent në pikën në qoftë se ai 

është konvergjent i majtë dhe i djathtë në pikën . 

4. Vargu  quhet Cauchy (Koshi) i majt në qoftë se për çdo 

ekziston   dhe është i fundëm. 

5. Vargu  quhet Cauchy (Koshi) i djatht në qoftë se për çdo 

ekziston   dhe është i fundëm. 

6. Vargu  quhet Cauchy (Koshi) në qoftë se ai është Cauchy 

(Koshi) i majtë dhe Cauchy (Koshi) i djathtë. 

Përkufizim 1.8. (Sila, et.al 2021) Hapësirë kon metrike pjesërisht e 

pjesshme e dobët  quhet e plotë në qoftë se çdo varg Cauchy (Koshi) 

konvergjon në një pikë  dhe  

 

Përkufizim 1.9. (Hussain, et.al 2012) Funksioni , ku P është kon 

në hapësirën e Banahut E, quhet funksion krahasues në qoftë se plotëson 

kushtet: 

Për çdo ;  

; 

 .  

Në analogji me përkufizimet e dhëna për funksionet -të pranueshëm 

(Samet, et.al 2012) dhe -të pranueshëm (Salimi, et.al 2013), paraqesim 

përkufizimet e mëposhtëme. 

Përkufizim 1.10 Le të jenë  dhe  dy 

pasqyrime. Çifti i renditur  quhet -i pranueshëm, nëse për çdo 

 ka vend implikimi: në qoftë se  atëherë . 
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Përkufizim 1.11 Le të jenë  dhe  dy 

pasqyrime. Çifti i renditur  quhet -i pranueshëm në qoftë se për çdo  

 dhe ka vend mosbarazimi . 

Përkufizim 1. 12 (Ansari, et.al 2016, Sila, et.al 2020) Le të jenë 

 dy funksione. Çifti i renditur  quhet klasë e sipërme 

konike, në qoftë se funksionet  plotësojnë kushtet e mëposhtëme:  

nëse atëherë  për çdo ;  

për çdo ;  

Nëse atëherë , për çdo .  

Përkufizim 1.13 Le të jenë   një hapësirë kon -metrikë pjesërisht e 

pjesshme e dobët   një pasqyrim -i pranueshëm dhe -i 

pranueshëm,  një pasqyrim krahasues dhe  një klasë së 

sipërme konike.  do të quhet funksion i klasës së sipërme konike , 

nëse ai plotëson kushtin: 

, për çdo . 

Rezultate kryesore 

Përkufizim 2.1 Le të jenë   një hapësirë kon -metrikë pjesërisht e 

pjesshme e dobët;  një çift pasqyrimesh -i pranueshëm dhe -i 

pranueshëm,  një pasqyrim krahasues dhe  një klasë së 

sipërme konike.  do të quhet çift funksionesh i klasës  nëse ai 

plotëson kushtin: 

, për çdo . 

Lemë 2.2 Le të jetë  një hapësirë kon -metrikë pjesërisht e 

pjesshme e dobët me kon . Në qoftë se  një varg në  i tillë që  

, ( ), për 

çdo ku  është një funksion krahasues, atëherë 

 ( ). 

Vërtetim. Le të jetë  një varg në  i tillë që  

, për çdo ku  është një 

funksion krahasues. 

Nga kushti , për çdo , rrjedh që 

 

 

Teoremë 2.3 Le të jen  një kon me konstante normaliteti  dhe  

një hapësire kon -metrikë pjesërisht e pjesshme e dobët dhe e plotë. Në 

qoftë se funksionet  janë çift funksionesh të klasës së sipërme 

konike , për të cilat pasqyrimet  janë të tilla që 

ekziston një pikë , e tillë që 
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  për çdo , atëherë 

ekziston një pikë fikse e përbashkët  për  dhe S, dhe ajo është e 

vetme. 

Vërtetim. Le të jetë , e tillë që  

, për çdo . 

Përcaktojmë vargun  të tillë që  dhe , 

për .  

Vërejmë që 

 

Ndjekim të njëjtin arsyetim si mësipërm dhe vëmë re që 

  

Më poshtë tregohet që vargu. shtë Cauchy. 

Vërtetë, së pari le të vertetojmë që ky varg është Cauchy i majtë. 

Marrim , çfarëdo të tilla që  , dhe vëmë re që 

 

 

Prej këtej shohim që ka vend mosbarazimi 
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, për çdo . 

Kalojmë në limit kur , dhe nga kushti 3 në përkufizimin e 

funksionit krahasues  

, dhe prej këtej . 

Në mënyrë analoge tregohet që , për çdo 

, pra që vargu  është Cauchy (Koshi) i djathtë dhe i 

majtë, dhe si i tillë ai është një varg Cauchy (Koshi). 

Meqë hapësira  është e plotë atëherë vargu  konvergjon në 

një pikë , pra 

. 

Nga , del që . 

Të provojmë që  është pikë fikse e përbashkët për funksionet  dhe . 

Meqë vargu  konvergjon në pikën , atëherë  

. 

Vëmë re 

 

 

Kalojmë në limit kur , dhe kemi: 

,  

prej nga .  

Mbetet që , dhe .  

Në mënyrë të njëjtë, shohim që 
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Shohim që ,  

prej nga .  

Kjo tregon që , dhe .  

Meqë , pika  është pikë fikse e përbashkët e funksioneve 

 dhe . 

Të tregojmë që pika  është e vetme. Supozojmë se ekziston një pikë tjetër 

, e tillë që  . 

Shohim që 

 

 

Për rrjedhojë, kemi  të vërtetë mosbarazimin , i 

cili është një kontradiksion. Mbetet që , pra pika fikse , e 

përbashkët e funksioneve  dhe  është e vetme. 

Shembull 2.4 Le të jetë  një kon me konstante 

normaliteti  dhe . 

Marrim pasqyrimin  të tillë që:  

 

 është një kon -metrikë pjesërisht e pjesshme e dobët dhe  

është një  hapësirë kon - metrikë pjesërisht e pjesshme e dobët dhe e plotë 

Vëmë re që  nuk është hapësirë kon - metrikë e pjesshme e dobët 

sepse nuk plotëson kushtin e dytë të simetrisë. Gjithashtu, ajo nuk është as e 

kon -metrike e pjesshme sepse nuk plotësohet kushti i 4 i hapësirave 

metrike të pjesshme. 

Për  dhe , çifti  është një klasë e sipërme 

konike. 

Le të jenë  dhe  dy funksione të 

vazhdueshëm,  një funksion krahasues dhe 

. 
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Çifti i funksioneve  i përket klasës së sipërme konike . 

Dallojmë rastet: 

Rasti 1.  

 

Për , kemi . 

 

Shohim që  dhe .  

Rrjedhimisht . 

Për , kemi . 

 

Gjithashtu  dhe .  

Pra, . 

Për , kemi . 

 

Shohim  që  dhe .  

Si rezultat marrim . 

Rasti 2.  

Për , kemi . 

 

Shohim që  dhe .  

Si rrjedhojë . 

Për , kemi . 
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Kemi që  dhe .  

Pra, . 

Për , kemi . 

 

Shohim  që  dhe .  

Pra, . 

Rasti 3.  

Nëse ,  dhe . 

Prej këtej  

. 

Del që . 

Kur ,  dhe . 

Prej këtej  

. 

Për rrjedhojë . 

Për ,  dhe . 

Atëherë  

. 

Kështu, rrjedh që . 

Vëmë re që për çdo  

  

dhe jemi në kushtet e Teoremes 2.3, atëherë  dhe  kanë një pikë fikse të 

përbashkët të vetme , . 

Teoremë 2.5 Le të jen  një kon me konstante normaliteti  dhe   

një hapësirë kon -metrike pjesërisht e pjesshme e dobët dhe e plotë. Në 

qoftë se funksioni  është i klasës së sipërme konike , për të 

cilat pasqyrimet  janë të tilla që ekziston një pikë 

, e tillë që  për çdo 

, atëherë ekziston një pikë fikse e vetme  për . 
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Vërtetim. Në Teoremën 2.3 marrim , dhe kjo sjell vërtetësinë e 

teoremës. 

Rrjedhim 2.6 Le të jen  një kon me konstante normaliteti  dhe   

një hapësirë kon -metrike pjesërisht e pjesshme e dobët dhe e plotë. Në 

qoftë se çifti i funksioneve  është -i pranueshëm dhe -i 

pranueshëm, dhe plotësojnë kushtin: 

, për çdo , 

ku  janë të tilla që ekziston një pikë , e tillë që 

 për çdo  dhe   

është një funksion krahasues, atëherë ekziston një pikë fikse e përbashkët 

 për  dhe S, dhe ajo është e vetme. 

Vërtetim. Në Teoremën 2.3, marrim  dhe . Prej këtej 

del që teorema është e vërtetë. 

Rrjedhim 2.7 Le të jen  një kon me konstante normaliteti  dhe   

një hapësirë kon -metrike pjesërisht e pjesshme e dobët dhe e plotë. Në 

qoftë se funksionet  të cilët plotësojnë kushtin jo linear të 

kontraktivitetit: 

, për çdo , 

ku   është një funksion krahasues, atëherë ekziston një pikë fikse e 

përbashkët  për  dhe S, dhe ajo është e vetme. 

Vërtetim. Nëse në  Rrjedhimin 2.6 marrim  dhe , del 

vërtetësia e Rrjedhimit 2.7. 

Rrjedhim 2.8 Le të jen  një kon me konstante normaliteti  dhe   

një hapësirë kon -metrike pjesërisht e pjesshme e dobët dhe e plotë. Në 

qoftë se funksionet  të cilët plotësojnë kushtin jo linear të 

kontraktivitetit: 

, për çdo , 

atëherë ekziston një pikë fikse e përbashkët e vetme  për  dhe S. 

Vërtetim. Le të marrim  në Rrjedhimin 2.7. Prej këtej 

del që Rrjedhimi 2.8 ka vend. 

Përfundime. Në këtë punim janë dhënë disa rezultate për pika fikse të 

përbashkëta në hapësirat kon -metrikë pjesërisht të pjesshme të dobëta dhe 

të plota. Të gjitha rezulatet e përftuara janë përgjithësim i rezulateve në 

hapësirat metrike të pjesshme të dobeta, hapësirave kon metrike. 
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