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Pérmbledhje

Bynum (1971) ka dhéné dy pérkufizime ekuivalente té konceptit té konveksitetit uniform
pér hapésirat lineare té normuara, duke u mbéshtetur né konceptin e pasqyrimit dual pér
hapésirat lineare normuara. Té motivuar nga rezutatet e mésipérme, né kété artikull ne
kemi dhéné njé pérkufizim ekuivalent té& konceptit té konveksitetit uniform pér hapésirat
lineare t& 2 — normuara, me anén e konceptit té pasqyrimit dual té tipit ( B") pér hapésirat
lineare té 2 — normuara.

Abstract

Bynum (1971) have given two equivalent characterizations of uniform convexity in
normed linear spaces using the concept of duality mapping in normed linear spaces.
Motivated by this results, in this paper, using duality mappings of type ( B') as related to
linear 2 — normed spaces, we give an equivalent characterisation of uniform convexity in
linear 2 — normed spaces.

Fjalékyce: Hapésiré lineare e 2 — normuar, uniformisht konvekse, 2 — funksional linear i
kufizuar, pasqyrim dual.

1. Hyrje

Studimi i hapésirave lineare té 2 — normuara pérbén kéto 50 vitet e fundit njé
objekt studimi atraktiv pér shumé matematiciené né boté. Struktura e pérafért e
funksioneve 2 — normé me funksionet normé ka iniciuar ndérmarrjen e
studimeve konkrete me aspekte gjeometrike né hapésirat lineare té 2 — normuara,
té cilat jané shogéruar me fitimin né ményré sistematike té njé séré rezultatesh té
réndésishme, me interes teorik dhe aplikativ. Shumé studime aktuale né hapésirat
lineare té 2 — normuara lidhen me trajtimin né kéto hapésira té problematikave té
konveksitetit dhe né veganti té konveksitetit uniform.

2. Rezultate paraprake

Hapésirat lineare té 2 — normuara jané hapésira lineare mbi fushén e numrave
realé, né té cilat éshté pércaktuar njé funksion me vlera reale jonegative, i quajtur
funksion 2 — normé. Koncepti i funksionit 2 — normé éshté ndértuar dhe studiuar
pér heré té paré nga Géhler (1965), njé matematicien gjerman, né njé séré
artikujsh té publikuar né revistén shkencore Math Nachrichten dhe éshté njé
koncept dy pérmasor, i ngjashém me konceptin e funksionit norme.
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Pérkufizim 2.1. (Gahler, 1965)

Le té jeté X njé hapésiré lineare mbi fushén e numrave realé, me pérmasé mé té

madhe se 1. Supozojmé se funksioni || - ,- || : X2 — R gézon kéto cilési :

(2N1) || %,y ||= 0 < Vektorét x dhe y jané linearisht té varur.
(2N2) || %<,y ||=| v.x ||, péredo x,y e X2

(2N3) || A%,y || =[A|-]| %,y ||, pérgdo 1R dhepérgdo x,y €XZ.
@N4) || x,y+z| < | xz|+]|y.z]|. péredo x,y,z X3

Atéhere, funksioni |-, | quhet njé funksion 2 — normé (ose shkurt 2 — normé)
né X dhe cifti i rradhitur X, |- ,- | quhet njé hapésiré lineare e 2 — normuar
(ose shkurt njé hapésiré e 2 — normuar).

Ndér vetité bazé té 2 — normave mund té pérmendim faktin se pér cdo
Xy eX?, | xy|z0.

Duke u mbéshtetur né konceptin e konveksitetit uniform pér hapésirat e
normuara, Newton (1969) ka ndértuar konceptin e konveksitetit uniform pér
hapésirat e 2 — normuara, njé koncept 2 — pérmasor dhe i ngjashém me konceptin
e konveksitetit uniform pér hapésirat e normuara.

N.g.s. X éshté njé hapésiré lineare, atéhere pér vektorét Xi,X»,...,X, Nnga
X— 0 me simbolin V X{,X,,...,X, shénojmé nénhapésirén lineare té
hapésirés X, e lindur nga vektorét Xq,X5,...,Xp, .

Pérkufizim 2.2. (Newton, 1969)

Hapésira e 2 — normuar X, || -, - | quhet uniformisht konvekse n.q.s. pér ¢cdo

0

dy vargje vektorésh x,, o1 dhe y, *~ . nga hapésira dhe pér cdo vektor
= n=

zeX- 0 ,tétillégé | xp.z||<1| yn.z|<LneN, lim Hl Xp+Yn .2 =1
ns>ow| 2

dhe v z ﬂ( NV X ¥n J: 0 , atéhere nlfl@" Xn—Yn.2 | =0.

n=1

Pérkufizimi i méposhtém éshté njé pérkufizim alternativ i konceptit té
konveksitetit uniform pér hapésirat e 2 — normuara.
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Pérkufizim 2.3. (Diminnie, Gahler & White, 1973)
Hapésira e 2 — normuar X, || -, - || quhet uniformisht konvekse n.q.s pér ¢do

gee 0,2 dhe pér ¢do vektor ze X — 0 , ekziston numri pozitiv =0 €, , i
tillé gé pér cdo dy vektoré x dhe y nga hapésira gé plotésojné kushtet || x,z || <1,

|y.z||<1dhe|x—-y,z| =&, tékemise H% x+y ,z||=1-3&

Shembull 2.1. (Géhler, 1965)

Shénojmé me X hapésirén lineare R3, kume R kemi shénuar fushén e numrave
realé. Ndértojmeé funksionin | -, - || : X% — R, sipas barazimit :

| <.y | = \f a;b, —asb; 4+ byc, —boc; 2+ a;c, —ascy -,

pér ¢cdo dy vektoré x = a;,b;,c; dhe y= a,,b,,c, nga X. Funksioni
|+, | éshté njé funksion 2 — normé né X dhe hapésira X,| -, | éshté njé
hapésiré e 2 — normuar uniformisht konvekse.

Duke pérdorur konceptin e funksionalit linear té kufizuar pér hapésirat e
normuara, White (1969) ndértoi konceptin e 2 — funksionalit linear té kufizuar
pér hapésirat e 2 —normuara, njé koncept 2 — pérmasor dhe i ngjashém me
konceptin e funksionalit linear pér hapésirat e normuara.

Pérkufizim 2.4. (White, 1969)

Supozojmése X,||-,- || éshté njé hapésiré e 2 — normuar dhe le té jené

A,C dy nénhapésira lineare té hapésirés X. Me pérkufizim, pasqyrimi
F:AxC— R, quhet njé 2 — funksional linear i kufizuar, n.g.se ai gézon vetité e
méposhtéme:

() Fx+y,z+w =F x,z +F x,w +F y,z +F y,w, X,y eA’dhe zw eC?;
(i) F ax,py =ap-F X,y , o,peR dhe x,y eAxC;

(iii) Ekziston K>0,,itillégé |[F x,y |[<=K-[|x,y|, x,y eAxC.
Norma e F, ||F||, pércaktohet sipas barazimit:

|F|| =inf K=0/|F x,y |<K|x,y|, X,y €D F
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Koncepti i pasqyrimit dual pér hapésirat e 2 — normuara, i cili &shté njé koncept
2 — pérmasor dhe i ngjashém me konceptin e pasqyrimit dual pér hapésirat e
normuara, éshté ndértuar nga Cho, Ha & Kim (1981) dhe &shté i lidhur ngushté
me konceptin e 2 — funksionalit linear té kufizuar.

N.gs. X,| -, | éshté njé hapésiré e 2 — normuar dhe be X— 0 , atéhere

me simbolin X*b shénojmé hapésirén lineare e té gjithé 2 — funksionaleve
linearé té kufizuar me bashkeési pércaktimi XxV b .

Pérkufizim 2.5. (Cho, Ha & Kim, 1981)
Letéjeté X,||-,- | njéhapésirée2—normuar.

Pasqyrimi Jp :XxV b > ¢ X™, ,ku ®:R* >R", itillégé ® L =01 =0,

i pércaktuar sipas barazimit :
lp X2 = FeXpIF xz =|F||xz|.|F|=® |xz| , xz eXxV b,

quhet njé pasqyrim dual i tipit (B').
Teoremé 2.1.(Stringa, 2015)
Le t& jet¢é X,||-,- | njé hapésiré e 2 — normuar dhe supozojmé se vektori

be X - 0 . Pohimet e méposhtéme jané ekuivalente :

(1) Hapésira  X,|| =, « | éshté uniformisht konvekse.

() N.g.s. Jp: XxV b — ¢ X*, &shté njé pasqyrim dual i tipit ( B), i tillé
gé¢ ® A =1,1eR", atéhere pér ¢do €€ 0,2 dhe pér ¢cdo vektor ze X- 0 ,
kemi qgé :
inf 1-Fy,z /0=Felgp X,z , X,y € XxX,
Ixz=1]y.z|<1]x-v.z ]|z >0

3. Rezultate bazé

Teorema e méposhtéme éshté njé rezultat té fituar nga autorét dhe jep njé
pérkufizim ekuivalent t& konceptit té konveksitetit uniform pér hapésirat lineare
t8 2 — normuara, duke u mbéshtetur né konceptin e pasqyrimit dual té tipit ( B')
pér kéto hapésira.
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Teoremé 3.1.

Le t& jet¢é X,||-,- | njé hapésiré e 2 — normuar dhe supozojmé se vektori
be X - 0 .Pohimet e méposhtéme jané ekuivalente :

(1) Hapésira  X,|| - ,- | éshté uniformisht konvekse.
(2)N.gs. Jp:XxV b — ¢ X*, éshté njé pasqyrim dual i tipit (B"), i till¢

g6 ® A =A,AeR", atéhere pér cdo € € 0,2 dhe pér ¢do vektor ze X— 0
kemi gé :

inff F-G x-y,z /0#Felp x,2,02Gely V.2, XY eX?,
Ixz|=1|y.z|=1]x-y.z|ze >0.

Veértetim

(1) = (2) Supozojmé se hapésira X,||-,- | éshté uniformisht konvekse.

Le té jeté Jgp:XxV b — ¢ X*, njé pasqyrim dual i tipit ( B"), i tillé qé

® A =) AeR*. Supozojmé se e 0,2, zeX-0, xy eX? |[xz|=1
ly.z|=1|x-y.z|2¢e, 0Felp X,z dhe 0£Gelg Y.z . Kemise:

Felp xz ©F xz =|F[-|xz[=® [xz] | xz[=]xz[*=1
FX+y,z = Fxz +Fyz =1+Fy,z,

Fx+yz <[F[-[x+y.z]=]x+yz]

Gele ¥z G vz =[G |yz|=0 vz |yz|=]yz|* =1
G x+y,z = G X,z +G y,z =1+G x,z,

G x+y,z |G || x+y.z| =] x+y,z| dhe

F-G x-yz=[Fxz -Fyz]|+[Gyz -Gxz]-=

[F X,z - [F x+y,z —F x,z}] + [G y.z - [G x+y,z -G y.z ]] =

[2- Fx+yz |+ [2- G x+y.z |2[2- | x+yz| ]+ [2-|x+y.z]]
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Atéhere, pér e 0,2 dhe zeX- 0, nga kushtet || x,z||=1, || y,z | =1 dhe

| x-y.,z|>e, maqs. hapésira X,||-,- | éshté uniformisht konvekse, né
bazé té Pérkufizimit 2.3, nxjerrim se ekziston numri pozitiv & itillé gé :

F-G x-vy,z 2[2— [ x+y.z| ]+[2— | x+y.z ||] > 43.
Prej kéndej rrjedh se numri pozitiv 46 éshté njé kufi i poshtém i bashkésisé
F-G x-Vy,z /0#Felgp X2 ,0£Gely V.2, XY eX?
Ixz]=1]yz|=1] x-yz|2e
Né bazé té pérkufizimit té kufirit té pérpikté té poshtém, rrjedh se :
inffo F-G x-y,z /0#£Fely Xz ,0£Gely V,2, XY eX?,
Ix2]=1]yz|=1] x-y.z|>5 >0
(2) = (1) Supozojmé se n.q.s. Jp:XxV b — ¢ X, éshté njé pasqyrim
dual i tipit ( B'), i tillé g8 ® A =A,LeR", atéhere pér cdo €€ 0,2 dhe pér
cdo vektor ze X— 0 , kemi qé :
inffo F-G x-y,z /0#Fely Xz ,0£Gely V,2, XY eX?,
Ix2]=1]yz|=1] x-y.z |25 >0
Té vértetojmé se hapésira X, | -, | éshté uniformisht konvekse. Supozojmé

té kundértén, d.m.th. supozojmé se hapésira X,| -, | nuk éshté uniformisht

konvekse. N&é bazé té Teoremeés 2.2., nxjerrim se ekziston €5 € 0,2 dhe vektori
zpeX—- 0 ,tétillegé:
inf 1-F y,zg /O0=Felp X,Zg , X, ¥y € XxX,
| x.z0 |=1.]| ¥.20 |<1 | x—V¥.20 ||=zeg =0.

Atéhere, né bazé té vetisé karakteristike té kufirit té pérpikté té poshtém, rrjedh
se pér cdon e N, ekzistojné vektorét X, dhe Yy, nga X dhe 2 — funksionali

linear 0= F, €Jp Xp,Zg |, tétillé gé:
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1
||Xn|ZO ||:l1 ||yn,ZO ”Sl,”Xn—yn.ZO || 280 dhe OSl_Fn yn’ZO <H,
nga ku nxjerrimse lim F, yn,zg =1.(i)

n— o

Nga ana tjetér, ka vend mosbarazimi :

1-F, YniZg =2-F, Xn+Yn.Zg = 2—| Xp+Yn,2g |20, neN. (ii)

Nga barazimi (i) dhe mosbarazimi (ii) nxjerrimse lim | x, +yn,2g | =2 iii),
nN— o
prandaj pa cénuar vértetimin e teoremés mund té supozojmé se pér ¢do ne N,

| Xn +¥n,2o | > 0. Ndértojmé vargjet numerike a, _ dhe z, _, sipas
1
| Xn +¥Yn>Z0 ”

barazimeve an =| dhe z, =a, Xp+Yn » NeN.

Eshté i vérteté barazimi | z,,,zg || =1.

Supozojmé tani se Jp : XxV b — ¢ X ™, éshté njé pasqyrim dual i tipit
(B),itillegg ® » =1, AeR" dheletéjeté 0= Hy €Jg 2,29 , NeN.
Pér cdo n e N, mund té shkruajmé se:

Hhelo zn.20 < Hy 20,20 =| Hn |1 Zn.20 || =] zn 20 || 221 =

1
m'[Hn Xn,Zg +Hp yn,20] = H, 7,29 =1 =

Hn Xn.Zo +Hn Yn.Zo =|Xn +¥Yn.2o | (iv).
Megenése jané té vérteta mosbarazimet Hn Xp,zo <| Hp ||| Xn. 2o =1 dhe

Hn Yn.Z0 <||Hn || Yn.Z0 | <1, nga barazimet (iiiy dhe (iv) nxjerrim se

lim H, X4,z =1. (V)
n— oo

Pér ¢do ne N, kemi se :
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Hy-F Znp—Xn.zp = [Hn Zn.Zg —Hp Xn.20 J_[Fn Zn,Z9 —Fy Xp.7p ]:

1
[1_Hn Xn»20 ]_[Fn(— Xn T Yn 1201_1}:

I %n +Yn,2o |
[1—Hn Xn1 20 }— ;-Fn Xn1Zg +;-Fn Yn:Zg -1 |=
"Xn+Yn’ZO" ||Xn+Yn’ZO||
1 1
2-H, X4,2p - - ‘R Yni20
n oo IXn+¥n.zo | [ *n +Yn.20]| n ot

ngaku rrjednse lim Hy-F, z,-Xn,zg = 0.(vi)
nN— oo

Pér ¢do n e N mund té shkruajmé se || z, —Xp.Zo | = €02, —| 1—2a, | .(vii)

Megenése lim eqan —|1-2a, | =—2, pér vlera mijaftueshmérisht té
n—»co 2
médha té indeksit natyror n mund té pohojmé se ka vend mosbarazimi :
1 €0 €0
€odn —|1-2ap | =|goan —|1-2a,||> =| =— |=—=,
0%n | n | | 0%n | n|| 2 2 4

prandaj, pér vlera mjaftueshmérisht té médha té indeksit natyror n, nga vértetésia

e mosbarazimit (vii), mund té& pohojmé se ka vend mosbarazimi
| Zn —%n>20 | ZSTO. Atéhere, pér vlera mjaftueshmérisht t&¢ médha té

indeksit natyror n, nga vértetésia e pohimit (2), nxjerrim se :
o gyZg = inf H,-F, z,-%,Zg /0#H,elp 2,29 0#F, €lp X320
2 &0
XY €X% 20,20 | =1 ] Xn20 [ =L | z4 = X520 ">T }>O.
Pra, pér vlera mjaftueshmérisht t&¢ médha té indeksit natyror n mund té
shkruajmése Hp —FK, zZn —Xp,Z2g = a gg,zg > 0. (viii)
Duke kaluar né limit né mosbarazimin (viii) kur n — o, do té marrim se :

lim H,-FK z,-X4.,Z9 >0,
n— o

gé éshté njé kontradiksion, sepse kemi treguar mé sipér se éshté i vérteté
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barazimi (barazimi (vi)) lim H,-F, z,-Xn,zg =0.
n—> oo

Prandaj, supozimi i béré se hapésira X,|| =, || nuk éshté uniformisht
konvekse bie poshté, d.m.th. hapésira X,| -,«| éshté njé hapésiré
uniformisht konvekse.
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