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Pérmbledhje

Né kété artikull ne do té relativizojmé problemin Burnside pér gjysmégrupet i cili
paragitet nga Restivo dhe Reutenauer né Restivo & Reutenauer (1984), pér klasén e
gjysmégrupeve té cilat kénagin ekuacionin xy = zx, ku ne z&vendésojmé periodicitetin e
zakonshém me L-periodicitetin si dhe pérkémbyeshmériné sipas Restivo me .£-
pérkémbyshmériné. Mé saktésisht ne vértetojmé gé gjysmégrupi kuazi-komutativ me
pérfitim t& fundém ka numér t& fundém L-klasash vetém atéheré kur éshté L-periodik
dhe L- i pérkémbyeshém, pér ndonjén = Z.

Fjalékyce: Gjysmégrup kuazi-komutativ, gjysmégrup i pérkémbyeshém sipas Restivo,
me pérfitim t& fundém, .L-periodik, £-pérkémbyeshém.

Abstract

In this paper we will relativize the Burnside problem for semigroups presented by
Restivo and Reutenauer in Restivo & Reutenauer ( 1984), for the class of semigroups
that satisfy the equation x¥ = zx, where we replace the ordinary periodicity with .L-
periodicity and permutability according to Restivo with £L- permutability. More precisely
we prove that a finitely generated quasi-commutative semigroup has finite number of £-
classes if and only if it is L-periodic and L-permutable, for some n = 2.

Key words: Quasi- commutative semigroup, semigroup permutable after Restivo,
finitely generated, L£-periodic, £-permutable.

1. Hyrje dhe disa rezultate paraprake

Njé ndér rezultatet mé té spikatura té asaj pjese té teorisé sé gjysmégrupeve gé
lidhet me fundshériné e gjysmégrupeve me pérftim té fundém é&shté ai i Restivo
& Reutenauer (1984), i cili pohon se ¢do gjysmégrup 5 me pérftim té fundém
éshté i fundém n.q.se éshté peroidik dhe kénaq vetiné e pérkémbyeshmérisé pér
ndonjén = 2.

Kjo e fundit do té thoté se pér ¢cdo 51,52,..,5, €5 ekziston njé pérkémbim
gES, jO trivial i tillé qe 5152750 = S5(1)55(2) " San)-
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Kondita e pérkémbyeshmérisé éshté né fakt njé kondité shumé e forté e cila
haset rrallé. Mé tej ne do té propozojmé njé tjetér kondité pérkémbyeshmérie e
cila éshté si vijon. Njé gjysmégrup 5 do té thuhet se kénaq vetiné e L -
pérkémbyeshmérisé pér ndonjé n = 2, nqs pér ¢do 51,52, ..., 5, € 5, ekziston njé
pérkémbim @ € 5,, jo trivial dhe @, b € 5 té tillé qé

S8 Sy = Q" Sg(1) " Se(2) " Se(n)
dhe

5535, =b- Se(1) " S (2) " Fe(n)

E théné ndryshe, 5 éshté L -i pérkémbyeshém nqgs ekziston njé n = 2 e tillé gé
pér ¢do S51,5z,....5, €5, ekziston njé pérkémbim @ € 5, jo trivial i tillé gé
prodhimi sy5; - 5, té jeté L -ekuivalent me prodhimin sz¢1y5z12) ™ San).

Kété veti ne do ta testojmé tek gjysmégrupet 5 qgé plotésojné konditén:
pércdox,y € Sekzistonnjéz € 5i tillEgexy = zx. Té tillé gjysmégrupe
ekzistojné vértet. Pér shembull gjysmégrupet £-komutativé té dhéné nga Nagy
tek Nagy(2001) gé me pérkufizim jané ata gjysmégrupe 5 té tillé gé pér ¢do dy
elemente a,bE5 ekziston njg¢ x €5 i tille g8 ab= xba Kéta lloj
gjysmégrupesh jané interesanté pasi éshté treguar tek Nagy (2001) se ata
zbérthehen si semilatisa gjysmégrupesh arkimediané. Po ashtu jané edhe
gjysmégrupet kuazi-komutativé sipas Nagy (2001), té cilét jané ata gjysmégrupe
5té tille gé pér ¢cdo @, b € 5 ekziston njé r € M e tille g6 ab = b"a.

Edhe kjo klasé gjysmégrupesh éshté me interes studimi pasi té tillé gjysmégrupe
zbérthehen si semilatisa gjysmégrupesh fugi-superioré. Me pérkufizim njé
gjysmégrup 5 do té quhet fugi-superioré n.g.se pér ¢cdo a,b € 5, ekzistojné
n,mEMN té tille gé a™ = b™. Gjthashtu vérejmé se gjysmégrupet kuazi-
komutative jané nén klasé e klasés sé gjysmégrupeve normalé né sensin Kurokit
tek Kuroki (1977).

Vérejmé se kushti joné pér gjysmégrupet né konsideraté éshté mé i pérgjithshém
se sa ai i normalitetit sepse thoté ekzaktésisht se x5 & 5x.

Mé tej do té rendisim disa kuptime dhe rezultate paraprake qé do té na nevojiten
né kryerjen e vértetimeve tona. Le té jeté (S5,-) njé gjysmégrup i pérftuar nga njé
nénbashkési X. N.q.se shénojmé me A njé alfabet ekuipotent me X-in, atéheré
ekziston njé epimorfizém ¢: A* — 5 nga gjysmégrupi i liré me bazé A tek S
ngushtimi i té cilit né A pérputhet me pasgyrimin gé realizon ekuipotencén e A
me X-in. Mund té supozojmé pér mé tepér se A éshté totalisht e renditur dhe le té
jeté = renditja pérkatése né té. Duke pérdorur renditjen << mund té pércaktohet
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njé renditje totale < né A¥ por mé paré do t& kujtojmé renditjen leksikografike
<jax NE AT, Le té jené u = ay -+ a, dhe v = by = b, dy fjalé nga A¥. Do té
themi se u <. ¥ ngs n=m, ose n=m dhe ekzistojné faktorizimet
u=awfi,v=awnf té tila qé¢ u =a; =@y v; = by b; dhe pér cdo
i <5 <=ja,< b, Tani pércaktojmé <, né A duke pozuar

u <z vngs|ul < |v|oselul = |v|poru <. v

Eshté e qarté qé < éshté njé renditje totale né A¥ dhe se pér ¢cdo nénbashkési jo
boshe C t& A* ekziston né A* inferiori inf(€) i C lidhur me <,. N& vecanti,
pér ¢do s €5, inf(¢~1(s))i cili ekziston nga mé sipér, éshté né fakt njé
element qé i pérket veté ¢ ~*(s). Ky gjendet duke marré nga ¢ ~*(s) té gjithé
fjalét me gjatési minimale e mé pas duke marré prej tyre mé té voglén lidhur me
renditjen =X;.... N& kété artikull fjalén e(s) = inf(¢~2(s)) do ta quajmé etiketd
té 5-sé. Kjo ide mund té shtrihet edhe pér bashkési me mé tepér se njé element.
Konkretisht, n.q.se M € 5 éshté jo boshe ¢farédo, etiketé t&é M do té quajmé
fjalén

e(M) = infle(s)|s € M}
NEé artikull do té na nevojitet té pérdorim teoremén e Shirshovit e cila lidhet me
konceptin e n-ndarjes sé njé fjale té A™ t& paré si bashkési totalisht e renditur
lidhur me renditjen <. Me pérkufizim njé fjalé u € A¥ do té quhet e n-ndaré
n.g.se ekziston nje faktorizim u = Auy .. u,p pér té itillé qé pér ¢do & € 5, jo
trivial té kemi

Ug(ay e Ugin) g Uy e Uy

Teoremé 1.1. (Teorema e Shirshovit)

Le té jeté A njé alfabet totalisht i renditur i pérbéré nga & shkronja dhe p,n
numra té ploté = 1. Ekziston njé numér natyror N{k,p,n) i tillé gé cdo fjalé
w £ A* me gjatési té paktén N(k,p,n) pérmban si faktor njé fjalé té n-ndaré ose
fuqginé e p-té té njé fjale joboshe.m

2. Rezultati kryesor

Qéllimi i kétij artikulli éshté té relativizojé rezultatin e Restivo dhe Reutenauer
tek Restivo & Reutenauer (1984), duke zévendésuar periodicitetin e zakonshém
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me L-periodicitetin, term gé do shpjegohet fill mé poshté, dhe fundshmériné e
gjysmégrupit me fundshmériné e numrit té £ -klasave té tij.

Me pérkufizim, do té themi qé njé gjysmégrup 5 éshté L-periodik ngs pér ¢do
a € 5 ekzistojné numrat natyroré p = g té tillé & (a®,a%) € L.

Teoremé 2.1:

Le té jeté 5 njé gjysmégrup kuazi-komutativ me pérftim té fundém. Atéheré 5 ka
njé numér té fundém L -klasash vetém kur 5 éshté L -periodik dhe L -i
pérkémbyeshém pér ndonjé n = 2.

Veértetim

Zgjedhim p = 2n té tillé gé pér ¢do fjalé u € A* me gjatési mé pak se n,
(@p(uw)?,@(w)?) € L pér ndonjé g < p. Kjo gjé éshté e mundur pasi |A| < oo
dhe 5 éshté L-periodik. Mé tej do té tregojmé se pér ¢do £ -klasé té fiksuar L,
etiketa w = (L) éshté fjalé me gjatési mé pak sesa N(|4|,p,n). Megénése fjalé
té tilla ka njé numér té fundém, atéheré ka njé numér té fundém L -klasash. Pér

té vértetuar pohimin mé lart do té arsyetojmé nga e kundérta. Supozojmé pra
se |w| = N(|A|,p,n), atéheré nga teorema e Shirshovit, w éshté e n-ndaré, ose

pérmban si faktor fuginé e p-té té ndonjé fjale 1 me gjatési mé pak se 1. Né
rastin e paré kur w éshté e n-ndaré, do té kemi gé ajo zbérthehet né formén:

w = A\xl ---xn#

dhe se pér ¢do @ £ 5, jo trivial té kemi qé

(1) """ X zin) g X1 Ay

Mirépo kjo gjé ndodh pér té gjitha pérkémbimet jo triviale, rrjedhimisht edhe pér
pérkémbimin & gé ekziston nga kushtet e teoremés. Pikérisht pér kété & kemi se

w' = *‘;I'xm:ljl X g(ml Ve AXy X =W

Ndérkaq ekzistojné a,b € 5 t8 tilla qé

Pxy) = dlxy) = a- dlxgr1) = P(x o)
dhe

brgp(xy) @ (xn) = @ (x500)) ™ DX ()
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Le té jeté a« parafytyré cfardo e @. Po té shumézojmé majtas té dy anét e
barazimit té paré mé sipér me (1) , atéheré pérftojmé

P(w) = @(dxy = x,p)
= ¢ (@) - (o) = %ot ) 1)
= ¢ (@D (xot0)~ %otm) - 1) (nga kushti AS € S2)

S Sp(w') < (p(w')),
e cila sjell pérfshirjen (¢(w)); € (d{w')); e idealeve kryesoré t& majté. Né
ményré té ngjashme duke shfrytézuar barazimin

begp(og) @ (xn) = P xo01)) " Px o)

arrijmé né pérfundimin gé (d(w")); € (@{w));. Kjo sé bashku me pérfshirjen
tjetér sjellin barazimin ((w)); = (@{w')); gé tregon se Laiw) = Lapy'y. Kemi
arritur né njé kontradikté sepse w' <, w éshté etiketé e elementit ¢(w’) nga
klasa L = L, etiketa e sé cilés ishte pikérisht w,

Né rastin e dyté kur w pérmban si faktor fuginé e p-té té ndonjé fjale 1 me
gjatési mé pak se 1, do té kishim gé w = &-u? -5, Por nga supozimi gé

(@(w)?, )9 € L rriedh se (¢(£) - p(w)? - (), 9(&) - ()7 - () € L.
Vértet,

@(&) - ow)?-d(n) = ¢(§) - a- ¢u)?- ¢ln) ( sepse (¢(u)?,@w)?) € L
=a'- ¢(&) - ¢(w)?- ¢(n) (sepse $(£)S < 5¢(&)

qé tregon se (&) - @(wIP- () = P (&) -pw)?- d(m).
Né ményré té ngjashme tregohet edhe se
P(E) - W) p(n) = ¢(&) - ¢ (w)?- o(m)

dhe atéheré kemi

(6(&)- 07 - @), #(&) - D) - ) ) € £

Por kjo pérbén njé kontradikté sepse w' =& -u-n <, &-uf-n=w dhe w
éshté minimal lidhur me < né klasén L = L.

Vértetojmé tani té anasjellén. Megénése 5 ka njé numér té fundém L-klasash,
atéheré pér cdo s €5 do té ekzistojné dy eksponenté natyroré g <= p dhe njé .L-
klasé L e tille g¢ sP,s9 € L. Kjo tregon se 5 éshté L-periodik. Té tregojmé tani
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vetiné e L -pérkémbyeshmérisé. Supozojmé se I € M é&shté indeksi i £ né 5 dhe
le t6 jete n=1+2I. Pér c¢do s5y,...5,ES5 shohim bashkésiné
.51_.51.52_. wany 5152 ".S?'!

Megé numri i £-klasave éshté i fundém, atéheré ekzistojné indekset
Lk 1=1i<j<k=mndhenjé L-klasé L té tillé qé
51t 5551 Sy Sgaq 55,51 5yt Syaq St Spaq Sk €L
Shénojmé u = 5y =5, x = 5,44 - 5;dhe y = 5,44 = 5.
Me kéto shénime kemi qé
(w,ux) € Ldhe (u,uxy) €L

Meqgeénése relacioni £ éshté kongruencé e djathté , atéheré kemi

(wyx,uxyx) € £ dhe (ux,uxyx) € L
Nga tranzitiviteti pérftojmé gé (uyx,ux) € L e atéheré kemi qé (wxy, uyx) € L.
Por uyx éshté pérftuar nga uxy duke kryer mbi té njé pérkémbim jo trivial té

termave. Kjo tregon se 5 ka vetiné e L-pérkémbyeshmérisé pér n = 1 + 2[ gjé
gé mbyll vértetimin
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