221 BSHN (UT) 25/2018

DISA VETI TE VARGJEVE EXHAUSTIV NE
HAPESIRAT METRIKE

DORIS MUCA.!, AGRON TATO.?
tUniversiteti Wisdom, Fakulteti i Ekonomisé, Departamenti i Ekonomisé
2Universiteti Politeknik i Tiranés, Fakulteti i Inxhinierisé Matematike dhe Fizike

e-mail:dorismuca@live.com

Pérmbledhje

Né kété artikull ne paragesim disa veti né lidhje me konceptin e exhaustivitetit qé
aplikohet pér familjet dhe vargjet e funksioneve. Ky koncept i ri u dha pér heré té
paré nga Gregoriades & Papanastassiou né 2008 dhe ka njé zhvillim té miré né
komunitetin e matematikanéve dhe puna e tyre u ndoq nga shumé autoréve té tjereé.
Familja exhaustive pérmbahet tek funksionet gé jané afér me funksionet baras-te
vazhdueshém, dhe disa konvergjenca tw tyre géndrojné midis konvergjencés
pikésore dhe konvergjencés uniforme. Ne do fokusohemi né studimin e kétyre
familjeve né hapésirat metrike dhe do marrim disa veti me shumé interes.

Fjalékyce: Exhaustiviteti, konvergjenca alfa,vargjet exhaustiv, baras -te
vazhdueshméria, 5-limiti, konvergjenca 6-e matshme.

Abstract

In this paper we present some properties in reference to notion of exhaustiveness
which applies both for families and sequences of functions. This new notion give for
the first time from Gregoriades & Papanastassiou in 2008 and has a good progress
and in mathematical community is followed by many authors. The exhaustive family
is contained from functions that are near with equicontinuity functions and some of
their convergence holds between uniform and point-vice convergence. We are
concern in study these families in metric space and we take some properties with
interest.

Key words. Exhaustivness, alfa-convergence, exhaustiv sequence, equicontinuity, 8-
limit, 8-measurability convergence.

Hyrje

Koncepti i konvergjenc€s o (konvergjenca e vazhdueshme ose "stetige
Konvergenz") éshté njohur nga fillimi i shekullit té8 20-té (Carathéodory,
1929 & Hahn, 1948).

Rreth viteve 1950, (Stoilov,1959) dhe (Arens, 1946) dolén me disa rezultate
té cilat karakterizojné a-konvergjencén dhe jané shumé té dobishme pér kété
artikull. Gjithashtu ky lloj i konvergjencés u konsiderua né lidhje me disa
lloje té tjera té konvergjencés né (Das,2002, Papanastassiou, 2003).

Né seksionin e paré, ne paragesim faktet e njohura bazé rreth konvergjencés
a si dhe prezantojmé konceptin e exhaustivitetit gé pershkon pjesén tjetér té
kétij artikulli. Né seksionin e dyté, éshté futur kuptimi i 3-konvergjencés
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lokale. Sé pari e zbatojmé kété koncept pér familjet dhe vargjet e
funksioneve. Ky koncept i ri na mundéson té shohim konvergjencén e njé
vargu funksionesh né aspektin e vetive té reja te ketyre vargjeve Njé
shembull i késaj éshté teorema 2.4 e cila jep lidhjen e konvergjences
pikésore me a-konvergjencés duke pérdorur konceptin &-konvergjencés dhe
exhaustivitetit. Seksioni i treté i kushtohet disa zbatimeve né teoriné e masés

1. Kuptime bazé rreth a konvergjencés dhe exhaustivitetit

Pérkufizimet dhe pohimet e méposhtme pér a-konvergjencén (konvergjenca
e vazhdueshme) i pérkasin referencés (R. Das, N. Papanastassiou, (2002/2003).

Le té fillojmé me disa komente mbi simbolikén. Me X dhe Y ne do té
shénojmé hapésirat metriké, nése nuk shprehet ndryshe. Nése nuk pérmendet
shprehimisht, simboli d géndron pér metrikén né X dhe simboli p pér
metrikén né Y. Nése x &shté njé element i X dhe & éshté njé numér pozitiv,
me S(X, 8) nénkuptojmé rruzullin e hapur me rreze §, dmth S (x, §) ={y € X
/ d (y, x) <6}. Gjithashtu, nése X dhe Y jané dy hapésira metrike, ne
shénojmé me C (X, Y) bashkésiné e té gjitha funksioneve té vazhdueshme
nga X néY.

Pérkufizimi 1.1. Le té jeté f, f;,, n € N dy funksione nga X né Y. Vargu
(fu)nen éshté a-konvergjon tek f pér ¢cdo x € X ne qofte se pér ¢do varg
(x ey té pikave té X konvergjente né x, vargu (£, (x,))__. konvergjon tek f

().

neN

Ne do té shkruajmé f — f pér té treguar se (f,).=y a-konvergjon tek f.
Gjithashtu do t& mbajmé simbole analoge rreth konvergjences pikésore dhe
uniforme, dmth. ne do t'i shénojmé ato me f; i f dhe f, —= f respektivisht.

Veérejtjet 1.2.

(1) Eshté e qarté se a-konvergjenca éshté mé e forté se konvergjenca
pikésore.

(2) Konvergjencat e zakonshme té tilla si pikésore dhe uniforme nuk
kérkojné njé topologji pér hapésirén e fillimit. Megjithaté njé topologji éshté
e nevojshme pér a-konvergjencén.

(3) Marrim f: R — R ¢do funksion jo té vazhdueshém dhe x,, = x i tillé gé
vargu {fﬂ{xﬂ]}ﬂﬂ, nuk konvergjon tek f (x). Nése ne vendosim f;,, = f pér té

gjithé n € N, ne shohim se (f;,)ex nuk a-konvergjon tek f edhe pse vargu
(fi)nen konvergjon uniformisht né f.

(4) Pér té gjithé n € N shénojmé fu:]01] = B te tille gé f(x) =1 —nx, pér
x == dhe £ =0, pér x :=~ =. Atéheré ne mund té shohim se vargu f;, a
konvergjon né funksionin zero por nuk konvergjon uniformisht. Pohimi
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tjetér i takon (Stoilov,1959) pérvec pohimit té fundit dhe pérshkruan disa
rezultate interesante rreth a-konvergjencés.

Pohimi 1.3. Le té jené (X, d), (Y, p) dy hapésira metrike dhe funksionet f,
fasmt € N, nga X ngY.

(1) Nése vargu (fi)nen o-konvergjon tek f atéheré f éshté funksion i
vazhdueshém.

(2) Vargu (f)nen a-konvergjon tek f nése dhe vetém nése f éshté i

vazhdueshém dhe (fn}nEﬁ,- konvergjon tek f uniformisht né ¢do nénbashkeési
kompakte té X.

(3) Nése (f,)nex konvergjon tek f uniformisht dhe f éshté i vazhdueshém,
atéheré (f,)nex o-konvergjon tek f .

Dhe gjithashtu:

(4) Nése X éshté kompakte dhe (f,)nex o-konvergjon tek f, atéheré (f;,)nen
konvergjon tek f uniformisht.

(5) Nga(L. Hola, T. Salat,1998): Njé hapésiré metrike X éshté kompakte
nése dhe vetém nése pér té gjitha funksionet f, f;, n € N nga X né Y, nése
(fu)nex a-konvergjon tek f, atéheré (f,) ey konvergjon tek f uniformisht.
Pohimet e méposhtme jané shumé té dobishme pér mé voné.

Pohimi 1.4. Pér té gjitha funksionet f, fr,m € N, nga X né Y, nése (fy)nex
& —konvergjon tek f atéheré ¢cdo nénvarg {fmf}n < Giithashtu a-konvergjon
né f.

Ne tani prezantojmé konceptin exhaustivitetit té futur nga (V.Gregoriadis

dhe N.Papaanastassiu 2008), i cili éshté afér konceptit té€ baras-
vazhdueshmérisé.

Pérkufizimi 1.5.

Le té jené (X, d), (Y, p) dy hapésira metrike, x € X, le té jeté F njé familje e
funksioneve nga X né Y dhe f;;: X = ¥ nell.

(1) Nése F éshté e pafundme, ne e quajmé familjen F exhaustive né x nése
pér ¢do £ = [ ekziston > 0 dhe A &shté njé nénbashkési e fundme e F e tillé
qé :pér cdo y € S(x, &) dhe pér cdo f € F\ A kemi gé p(f(x). fiy)) < &

(2) Né rast se F éshté e fundme ne pércaktojmé qé F té jeté exhaustiv né x
nése ¢do element i F éshté funksion i vazhdueshém né X.

(3) F éshté exhaustiv né X nése F éshté exhaustiv né ¢do x e X.
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(4) Vargu (F)nen quhet exhaustiv né x nése pér té gjitha £ = 0 ekzistojné
6> 0 dhe mg € M té tillé qé pér té gjithé y € S (x, §) dhe té gjithé n = ny ne
kemi p( £,(). £,(x)) < =.

(5) Vargu (f,),ex quhet exhaustiv nése éshté exhaustiv né ¢do x € X. Vini
re se né rastin mé interesant ku (f,),=x éshté njé varg funksionesh pér té
cilat f;, # f, pér n # m, atéheré familja F = {f;, / n € N} éshté exhaustiv né
disa xg € X nése dhe vetém nése vargu (f)nex éshté exhaustiv né x .

Pohimi 1.7. Le té jené (X, d), (Y, p) dy hapésira metrike, x € X, F njé
familje funksioneshnga X né Y dhe f;: X =¥ n € N.

(1) F éshté baras-e vazhdueshme né x né qofté dhe vetém né qofté se F éshté
exhaustiv né x dhe pér ¢do f € F, f éshté i vazhdueshém né x.

(2) Familja {f, /n € N} ashté baras-vazhdueshme né x nése dhe vetém nése
vargu (fy)ney éshté exhaustiv né x dhe ¢do f;, éshté i vazhdueshém né x.
Shembull 1.8. Pér n € N pércaktoj fi:R— R t& tillé q& f£,(x) ==, pér
¥=0, £ = iﬂ pér x > 0. Natyrisht nuk ka funksion f;,té vazhdueshém né
0. Provohet qé vargu (£, ) ey éshté exhaustiv né 0.

2- Disa veti té tjera té funksioneve exhaustive

Le té studiojmé disa veti té funksioneve exhaustive duke futur konceptin e ri
té o limititi lokal.

Pohim 2.1: Le té jeté f: X =Y njé varg exhaustiv, ku X dhe Y jané dy
hapésira metrike. Nése X éshté njé hapésiré kompakte atéheré vargu

(fi)nen éshté i kufizuar né cdo piké x € X.

Veértetim. Nga kompaktésia e hapésirés metrike X rrjedh gé ajo éshté
plotésisht e kufizuar. Kjo nénkupton gé pér ¢do & = 0 ne kemi

T
x;U B(a;. &)
k=1

Le té jeté x njé piké cfarédo e X-it. Nga mbulimi i mésipérm i X, ekziston
njé piké ax ,pér té cilin x€ Blay,&). Meqé (f,)nexéshté exhaustiv né cdo
piké @y, pér cdo £ = 0, ekziston d; = 0 dhe ng € M qé pér n =n,, dhe pér
cdo x € S(ay,8;) ne kemi p(f(ay).f(x)) <& Ky mosbarazim ka vend
madje pér & = &;. Le t& jeté b & Slay.6), b éshté fikse dhe b # a;, pér ¢do
numér natyror k.

p(f(x). f(a)) = p(f (x). (@) + p(f (@) f(2)) < & + p(f (@), f(B))
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Mosbarazimi tregon qé f{x) éshté pjesé e rruzullit t& hapur B(f(x).n) ku

n =&+ p(f(ay). f(b)). Nése e pérsérisim kété veprim pér cdo a; € X ne
marrim f(x) € BUf(b), np) ku:

n =maxin,n, .5 00
Pohimi 2.2: Le t& jet¢ @ njé familje funksionesh f:(X,d)— (U,p)
exhaustivé ku X dhe U jané hapésira metrike dhe g: (U,p) = (¥, q) éshté njé

funksion i vazhdueshém né U. Atéheré bashkésia e funksioneve té pérbéré
g(f (x)) eshté pérséri njé varg exhaustiv.

Vértetim. Le té jeté g: U = ¥ njé funksion i vazhdueshém né ug = f(xg)
ku x € X éshté njé piké, ku bashkésia @ éshté exhaustive.

Késhtu pér cdo & = 0 ekziston ng €N dhe ¥ =0 té tillé pér cdo
y € 500 ne kemi p(flx ). F () ) < 6.
Meqg g éshté njé funksion i vazhdueshém né ug :pér ¢cdo £ = 0; ekziston
6;(g) =0 etillé gé pér:

plu, Filxp)) = p(F ). F(xph) < &4
té kemi: g (g ), g(uo)) = q(f(x)), flxo))) < 2,
pér 0 < & < &; rrjedh qé pér ¢cdo £=0, dhe pér cdo ¥ € $(xp.6), marrim
p(FO). flxo)) =pluug) < 6
Késhtu ne kemi rezultatin qé q(f ) flx)) <&

Q& na tregon ne se vargu g(f (x)) éshte njé varg exhaustiv.m

Pérkufizim 2.3: Le té jeté (fi)ney njé varg gé fo:X =Y. Funksioni f(x)
ashté njé & —limit lokal i vargut t& funksioneve (fy)ney nése pér ¢do £ = 0,
ekziston m EN dhe §=0 gé pér cdo n=ny,dhe yES(x &) te kemi
p(f, (). F(¥)) < 2. Né kété thuhet qé (fi) ey Eshté & — lokal konvergjent
(shkurt 5-konvergjent). ose ka 3-limit lokal.

Nése vargu '(fﬂ]ﬂEN ka & limit lokal né X me pérjashtim té njé bashkésie me
masé té Lebegut zero thuhet gé vargu éshté & limit lokal né X pothuajse
kudo.

Verifikohet lehté se nga konvergjenca pothuajse kudo rrjedh 8-
konvergjenca, ndérsa e kundérta nuk ndodh.

Pér té provuar kété le té marrim njé shembull té njohur nga teoria e
integrimit (Natanson fage 94,1974).

Vargu i pércaktuar né [0,1]
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1 pérxe {Eh[ k,m=12,...
m m

0 pér xtétjeré né [0,1]

fkm (X) =

duke béré njé rinumérim té kétij vargu @i1=f11, @2 = fa1, 3= "f1o, .

tregohet se vargu ¢, nuk konvergjon né ményré pikésoré né kété segment pér
shkak se ai konvergjon sipas masés né kété bashkési tek numri zero dhe ka
njé nénvarg gé konvergjon pothuajse kudo né zero ndérsa né asnjé pike tjeter
ky varg nuk konvergjon né ményré pikésore né zero.

Kjo nuk pengon qé ky varg té jété 5-konvergjen pothuajse kudo né zero.
Vértet, pr ¢do £>0 dhe pér ¢do x e [0,1] gjendet njé 5>0 dhe noe N gé pér
n>no dhe ye S(x,8) té kemi gé

P(fa(y), f(y)=0)<e.
Kjo do té thoté se mosharazimi i méésipérm plotésohet pér y e ]x-8, X+9|.

k-1 k
pér njé x té tillé mund té gjenden thyesat }——{ cx=9,x+9[
m m

ndoshta pér k dhe m gé shkojné né infinit. Pér pikat qé jané né

k-1 k
]x -0, X+ 5[ \ }TH[ vlerat e vargut @n(X)=1 me pérjashtim té pikave

-1k
né }——[ ku @n(x)=0 por masa e késaj bashkesie éshté i gé shkon né
m m m

zero kur m —oo.

Nga pérkufizimi duket garté qé konvergjenca uniforme éshté njé 5-lokal
konvergjencé.

Shembulli i marré tek vérejtje 1.2.( R. Das, N. Papanastassiou, (2002/2003))
ndonése éshté ndértuar pér dallimin ndérmjet a -konvergjencés dhe
konvergjencés uniforme vlen edhe pér rastin e 8-konvergjencés lokale.

Té tregojmé lidhjen gé ka kjo konvergjencé me a-konvergjencén:

Pohim 2.4. Né qofté se vargu i funksioneve f;,: X = ¥ éshté a- konvergjent
né njé piké xe X atéheré ai éshté edhe 5-lokal konvergjent né até piké.

Veértetim. Né saje té pohimit 1.3 (V. Gregoriades, N. Papanastassiou, 2008)
vargu a- konvergjent konvergjon tek njé funksion i vazhdueshém né njé

piké, pra f éshté funksion i vazhdueshém. kjo do té thoté se pér ¢do g >0

gjendet 5:>0 gé pér x,eS(X, 61) ka vend mosbarazimi p(f(xn),f(x))< g Nga
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kushti i a-konvergjencés marrim gé pér ¢do §>0 gjendet 5,>0 gé pér
Xn€S(X,02) rrjedh se p(fa(Xn),f(X))< % Pér kété £>0 dhe 6=min (81, 52)
shohim se pér x,eS(x,08) ka vend

E €
P(fa(Xn), F(Xn))<p(fa(xn), F(X)) +P(F(x), f(Xn)< Sty e,

mosbarazime qé tregojné se vargu (f,) konvergjon 3-lokalisht tek f(x).

Pohim 2.5. Le té jeté vargu f;,: X = ¥ exhaustiv dhe &-konvergjent tek
funksioni f(x). Atéheré funksioni f éshté i vazhdueshém né X.

Veértetim. Né saje té 3-konvergjencés pér ¢do §>0 dhe ¢do xeX gjendet
noeN dhe 8:>0 gé pér n>ny dhe yeS(x,51) kemi gé p(fa(y),f(y)< % si dhe
p(fa(X),f(Xx)< % . Megenése vargu (f,) éshté éxhaustiv pér §>0 dhe pér x e
mésipérm gjendet 5,>0 gé pér yeS(X, 62) kemi p(fa(x),fa(y))< % :

pér n>ny dhe yeS(x, 8) ku 8=min(81, &) shohim se

DFOX).FY))<P(FC),Fo()) +P(Fa(X), FalY) D (Fely). F(Y)) < §+§+§=s. .

3. & -limiti lokal dhe matshméria

Pohimi 3.1: Le té jené X dhe Y dy hapésira metrike dhe f,: X = ¥ njé varg
exhaustiv pér ¢do x £ X. Nése X éshté njé hapésiré kompakte atéheré c¢do
element i Kkétij vargu éshté njé & —limit i bashkésisé sé funksioneve te
thjeshte té pércaktuar né X.

Vértetim. Megé X éshté njé hapésiré kompakte, ajo éshté plotésisht e
kufizuar

m
X c U B{R;‘-, 5.:]
k=1

pér ¢do &; = 0. Pér kété &; dhe n € W ne ndértojmé funksionin e thjeshté.
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50 = fi @) Atayan @
k=1

Meqé (f,)nexy €shté njé varg exhaustiv tek cdo piké x € X, ai do té jeté

exhaustiv edhe tek pika ;. Késhtu pér ¢do = = 0, ekziston &; =0 dhe

ny € Netillé gé pér cdon = ny, pér x € 5(a;. 6,), kemi:

plfi(a.). i (x)) < = ose p{g:(x},fi_{x]} =< £ , mosbarazimi ka vend pér

0 < &, = &, . Duke marr njé varg jorrités &, — 0 atéheré X do t&¢ mbulohet
r

nga UB(akn,én) vargu i funksioneve té thjeshté (g; ) gé ndértohet né kété
j=1

rast do té konvergjojé tek fkn i vargut (fy)..

Rikujtojmé konceptin e mirénjohur té funksioneve té thjeshté.

Pérkufizim 3.2: Njé funksion f: S —Y, ku X éshté njé hapésiré metrike
(ose vektoriale t& normuar) éshté njé funksion i thjeshté né lidhje me p nése
ekziston njé numér i fundmé bashkésish té& matéshme {E; }, té tilla gé E; e
S,i=1,...,n

ENE =@ périz, S=|JE, dhe f(s) =y pérs e E. Funksioni i thjeshté

i=1

paragitet né formén f=>"y, 7, (X)

i=1

N& kété rast pér vargun g; (x) do té thuhet gé & —konvergjon tek funksioni i
vet respektiv pothuajse kudo (p.k.).

Le té jeté X njé hapésiré e matshme e pajisur me c-algjebén X~ dhe masé
probabilitare p.

Pérkufizimi 3.4: Le té jeté X éshté njé hapésiré e e matshme. Funksioni
f:X = ¥, quhet funksion 8-matshém nése ekziston vargu i funksioneve té
thjeshté g, (z)

qé d-konvergjon pothuajse kudo tek funksioni f(x). Shkruajmé:
8 —lim g, (x) = f(x) pothuajse kudo

Rrjedhim 3.5: Elementet e vargut exhaustiv jané funksione &-matshém.

Le té jeté (S, E,p) njé hapésiré e matéshme probabilitare dhe

g:(x) = EE_, apyz, (x) bashkésia e funksioneve elementaré 5 = [a, b].
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Si¢ e dimé funksionet e thjeshté jané funksione té matéshme, nése E, jané
bashkési té Lebegut (bashkési té matshme)..

Lema 3.6: Vargu exhaustiv f,: X—Y & —konvergjent né njé bashkési
kompakte A <X, &-konvergjon pothuajse kudo né té, me fjalé té tjera
bashkésia Zc—A ku nuk garantohet & —konvergjenca e ka masén zero:

w(z) =0.
Veértetim. Bashkésia kompakte A éshté plotésisht e kufizuar. Kjo tregon gé
pér ¢do &, = i ekziston njé numér i fundém pikash né A té tilla gé

Ac U, B(a.3).

Ne supozojmé qé né bashkésing ¢ = UZL, B (ax.>) \4 ekziston njé rruzull i
hapur me rreze pozitive E{x.r).» = 0. Supozojmé gé ky rruzull éshté né njé
rast ekstrem kur éshté pjesé e rruzullit té hapur B{akn,i), Ku @, éshté njé

piké kufiri e bashkésisé A. Kjo na sjell q& BC:.7) = B(ax,.>). si dhe r < =
ku diametri i Kkétij rruzulli éshté mé i vogél se i Kjo nénkupton qé
u(Blx,v)) <m- r—j':m—x} om

Pohimi 3.7: Né qgofté se f(x), &shté funksion &-i matshém i tillé gé f:5 =¥,
ku S=[a,b] jané té vérteta pohimet e méposhtme :

a) Funksioni f éshté me vlera pothuajse separabile né lidhje me p.

b) Pér ¢do bashkési té hapur G né Y, f~*(G) e .

Veértetim.a) Né lidhje me pohimet e méparshme ekziston bashkésia e
funksioneve té thjeshté g,, dhe bashkésia e matshme Z € X, qé u(z) =0, e
tillé gé ajo ka & —limit funksionin f

8 —limg, (s) = f(s) s € S\Z. Eshté e qarté gé F(5\Z)  Upey gn 5\2).
Bashkésia U,y g,(sz)} éshté separabél si njé mbyllje e bashkésisé sé

numérueshme dhe c¢do nénbashkési e pafundme e bashkésisé sé
numérueshme éshté e numérueshme gjé gé provon a).

b) Le té jeté G njé bashkési e hapur né Y. Pércaktoj G,, bashkésing f(s) € G
gé B{F{sj,i) € G. Le té supozojmé gé s & Z. Eshté evidente qé pér k = ng,
ekzistojné g, € B (f, i) ku giéshté njé varg respektiv 6-konvergjent i f-sé.
Ne mund té marrim p (g, £) < — pér n = ng, n, € N dhe njé & té vogel kemi
B{g;{,i] c B(f,i] cG. Kjo nénkupton 0é, gi € G,. Anasjelltas, nése
Gn € &, késhtu pér ¢cdo n =ny, B {_g;l.,i) = &, né ményré té njéjté ne shohim
qé ekziston & = 0, etillé gé f € G,,.
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Késhtu kur n = m, pér njé & té pérshtatshme ne kemi g, € G,,. Rrjedh gé

FHeN2E) = [J ﬁgk-licﬂhz

mna=1 k=n

Nga matshméria e funksioneve té thjeshté g, ne kemi qé g,~*(G,) € T pér
k € M, rrjedh gé F~*(G\Z) € T ose até qé ne duam f~*(G) e L.
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