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Pérmbledhje

Njé nga fushat mé bashkékohore gé ka térhequr vémendje ndér vite éshté fusha e
ekuacioneve diferenciale me prapa-efekt, fusha e ekuacioneve diferenciale me
vonesa (EDV). Ekuacionet diferenciale me vonesa hasen né shumé fusha aplikimi si
né inxhinieri, ekonomi, kimi, ekologji, neuroshkencé, mjekési e né shumé shkenca té
tjera. Né vitet e fundit éshté treguar njé interes i vecanté sidomos né pérdorimin e
kétyre ekuacioneve né modelimin matematik. Né kété punim paragesim disa
krahasime té teknikave numerike pér zgjidhjen e problemit Koshi ose té problemit té
vlerés fillestare (PVF) pér ekuacionet diferenciale té zakonshme dhe me vonesa. Ne
paragesim njé hyrje né literaturén ekzistuese mbi saktésiné dhe géndrueshmériné e
metodave numerike pér problemin e vlerés fillestare t& kétyre ekuacioneve.
Gjithashtu japim njé pasqyré té analizés sé gabimeve té teknikave mé té zakonshme
té pérdorura bazuar né pérafrimin standart. Ky pérafrim &shté ndértuar me ndihmén
e interpolimit t& pajisur me njé metodé té& vecanté numerike pér ekuacionet
diferenciale té zakonshme. Né rastin e ekuacioneve me vonesa, njé pérafrim i tillé
standart gjithashtu ndértohet pothuajse me té njéjtat teknika, por me disa dallime gé
duhet t€ merren né konsideraté. Metodat me njé hap, sidomos formulat Runge-Kutta
té pérdorura gjerésisht jané té pérshtatshme pér ndértimin e kétij pérafrimi né té dy
rastet. Analiza té tilla krahasuese nxjerrin né pah strategjité mé té mira numerike gé
mund té pérdoren pér té zgjidhur problemin e vlerés fillestare né ekuacione
diferenciale.

Fjalékyce: Ekuacione diferenciale t& zakonshme, ekuacione diferenciale me vonesa,
strategji numerike, problem i vlerés fillestare, pérafrim.

Abstract

One of the more recent areas to attract scrutiny over the years is the area of
differential equations with after-effect, the area of Delay Differential Equations
(DDEs). Delay differential equations appear in many application areas such as in
engineering, economics, chemistry, ecology, neuroscience, medicine and in many
other sciences. In recent years has been a particular interest especially in the use of
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these equations in mathematical modeling. In this paper we present some
comparisons of the development of numerical techniques for solving Cauchy
problem or initial value problem (I\VP) for ordinary and delay differential equations.
We provide an introduction to the existing literature on accuracy and stability of
numerical methods for initial value problem of these equations. We also give an
overview of the error analysis of the most usual used techniques based on the
standard approach. This approach is constructed with the use of interpolation
endowed with a special numerical method for ordinary differential equations. In the
delay case, such standard approximation is also constructed with almost the same
techniques but also with differences that need to be taken into consideration. One-
step methods, especially widely used Runge-Kutta formulas are suitable for the
construction of this approach in the two cases. Such comparative analysis highlight
the best numerical strategies that can be used to solve initial value problem in
differential equations.

Key words: Ordinary differential equations, delay differential equations, numerical
strategy, initial value problem, approximation.

1. Hyrje

Zhvillimi dhe analiza e modeleve matematike té& proceseve fizike kané njé
rol shumé té réndésishém né kuptimin mé miré té natyrés dhe té botés rreth
nesh. Studimi ndér vite i kétyre proceseve ka ndihmuar né zhvillimin dhe
konsolidimin si disipliné mé vete té teorisé sé ekuacioneve diferenciale me
vonesa (EDV). Ekuacionet diferenciale me vonesa pérshkruajné modele
matematikore pér sisteme né té cilat shkalla e ndryshimit varet jo vetém nga
periudha momentale e studimit, por edhe nga historia e tyre né té shkuarén.
Sidomos né vitet e fundit, vérehet njé gamé shumé e gjeré aplikimesh e
ekuacioneve diferenciale me vonesa né mjekési, né dinamikén e popullatave,
né ekonomi, né biologji, né ekologji, né probleme té elektrodinamikés e né
shumé fusha té tjera. (Dishmema & Peti, 2015) Teknikat pér zgjidhjen e
ekuacioneve diferenciale té zakonshme (EDZ) dhe pér zgjidhjen e EDV-ve
bazohen né pérafrimet numerike té zgjidhjes. Né ditét e sotme njihen njé
numér i madh metodash gé ndértojné pérafrime numerike té problemit té
vlerés fillestare né EDZ dhe né EDV. Pjesa mé e madhe e metodave pér
zgjidhjen e EDV-ve jané ndértuar duke pérshtatur metodat numerike
ekzistuese pér zgjidhjen e EDZ-ve.Trajta e pérgjithshme e njé EDV-je té
rendit té paré me k vonesa jepet nga ekuacioni

y = fle.y®).yt —r) oyt — )t 28y (1.1)
y(t) = lt).t = ¢t

ku @(t) éshté funksioni fillestar dhe {r;} " jané vonesat, té& cilat jané

jonegative dhe mund té jené konstante, gé varen nga koha ose ¢é varen nga
giendja. Termi {y{t —zJ}.Z, quhet term vonesé. Né ekuacionin (1.1), pér

k

arsye té pranisé sé termit vonesé {y(t — zJ}. ., metodat numerike gé ofrojné

vetém zgjidhje diskrete nuk jané té pérshtatshme pér EDV-té, duhet té
aplikohen teknikat e interpolimit pér té pérafruar termin vonesé, me géllim
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pérafrimin e zgjidhjes sé EDV. (Al-Mutib, 1977; Bellen & Zennaro, 2003)
Problemi i vlerés fillestare (PVF) pér EDV té rendit té paré me njé vonesé
paragitet

y' (&) = fle. vyl y(t—7)ht = 0 (1.2)

y(t) =glt) .-t <0

kuf. ¢ jané funksione té pércaktuar si f:R" x R" = R"  g:[—7,0] = R" dhe t
paraget njé konstante reale pozitive. (Driver, 1977; El’sgol’ts & Norkin,
1973) Né kété punim pérshkruajmé njé metodé numerike pér té zgjidhur
EDV. Metoda éshte ndértuar duke pérshtatur teknikat e fundit té zhvilluara
pér EDZ dhe duke ndértuar njé pérafrim té ri pér té kontrolluar vonesat.
Teknikat e propozuara né punim bazohen né formulat e vazhduara Runge-

Kutta (R-K-V). Ky pérafrim i ri bazohet né njé skemé iterative interpolimi.
(Gladwell, et.al, 1987; Shampine, 1985)

2. Materiali dhe metoda
Metodat Runge-Kutta té vazhduara

Metodat Runge-Kutta (C. Runge 1856-1927; M. W. Kutta 1867-1944)
pe€rbéné kategoriné mé t€ réndé€sishme té metodave me njé hap pér
pérafrimin e zgjidhjeve t&¢ EDZ-ve. Shgyrtojmé PVF pér EDZ

y' = flt.y(®)) (2.1)
}":tn:] =¥

né [ty T]. ku v(t) € R™ dhe f:R x R™ = R™, Zgjidhja numerike e ekuacionit
(2.1) éshté gjenerimi rekurent i vargut numerik ¥g, ¥1, «.., ¥ Si pérafrim i
vargut té panjohur ¥ (tg). ¥ (£ e, ¥ (£ oo ¥ (Ey = T, KU

ty < £, < - <ty éshté njé rrjet pikash nyje né [t;. T]. Né hapin n + 1 le té
jeté z,..(t) zgjidhja e PVF

T = f{thn+1{ﬂ }, Znyy (tn) = yNE [tg.tg ]
Njé metodé diskrete R-K klasike e rendit 2, me m —hapa, pércakton
m
Vner = Vo + By z wik; (2.2)
i=1
Ku hy, = t,,, —t, dhe hapi i i-té pércaktohet nga
i-1
'[CI: = .f (tr! + u‘ihr!J.‘}’r! + hﬂ Z 'I':Jl:_i'k_i')
j=1

Formula R-K éshté eksplicite né qofté se b;; = 0pérj =i. (Hanelli &
Osmani, 2013) Njé formulé e vazhdueshme R-K ndértohet duke pércaktuar
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(m — m) hapa shtesé pér té pérftuar rendin e saktésisé p té pérafrimit pér ¢do
= {tw i'r1+1.:]

s (O = 3 + By ) wi @ (2.3)
i=1

ku w;(8) éshté polinom i rendit t& paktén p dhe & :ﬁ (Dormand &

R
Prince, 1980; Oberle & Pesch, 1981; Oppelstrup, 1978; Shampine, 1986)

Kemi
il

E'[i'!+1.':t:] =¥nthy Z wi{gjk[ = zr!+1{£] + G{hﬂﬂﬁl (2.4)

=1

- fa,, . (£)3Y23 pércakton njé vektor polinomesh U(t) pért € [t t2].

Kjo éshté zgjidhja e pérafért e gjeneruar nga metoda R-K-V.
- U(t) € € lty.t-] do té pérafrojé vlerat diskrete R-Ky;, 1, Nése
w; (1) =w; péri=1,2,...mdhe

Winye (1) = w2 (1) = = wy (1) =0
Duke Kérkuar gé k, = f(tn ¥ ). kmes = FlEnss ¥ooo), U'(£) interpolon
Fltn ). f(£0ss voss) dhe cdo komponent té U(t) & C* ey, 251,
Kontrolli i gabimit pér R-K-V
Zgjidhja e pérafruar ka defekt ose mbetje

8 = Fle.UE)) — ' (®) = Flt 2wy () — 'y () (2.5)
pér t € [t,.t,..]. Metodat numerike ndértohen dhe implementohen me géllim
pérmirésimin e hapit 7,1 pér té siguruar gé maksimumi i [|8(t) || té jeté i
kufizuar nga njé shuméfish i vogél i TOL (tolerancés).

Cilésia e njé zgjidhjeje té pérafruar mund té pércaktohet né termat e max. té
&M/ TOL. (Enright, 1989a; Enright, 1989b)

Kontrolli jo i drejtpérdrejté i defektit pércaktohet nga ekuacioni
i

E'[i'!+1.'&:| =¥ thy Zwi{g:] ki = zr!+1':£] + ﬂ{hﬂﬂj (2.6)

=1

Kontrolli i sakté i defektit pércaktohet nga ekuacioni
i

Ty (8) =y + iy Z Wi (8 = 2z, (&) + G{h§+1:] (2.7)

t=1
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Formula | p m n i
RKV4 4 4 6 8

RKV5 5 6 9 12
RKV6 6 7 11 15
RKV7 7 9 15 20
RKV8 8 13 21 27

Tabela 1. Kostoja pér hap e disa formulave eksplicite R-K-V
Nga Tabela 1, vihet re qé¢: m ¥ 1.5m dhe it & 2m,
Metoda gé propozojmé kérkon té pércaktohen:

- koeficientét {a;. b} e njé metode eksplicite R-K
- funksionet {w; (8} gqé pércaktojné njé shtrirje té vazhdueshme

Teknika gé propozojmé pérbéhet nga njé proceduré hap pas hapi. Né hapin e
1 —té implementojmé m hapa té njé iteracioni gé jep njé zgjidhje té pérafért
té ekuacioneve

¥ni = J‘;{tﬂj + hy Z Wi {GE:IF (tﬂjJ .'}"ﬂj'J_'}": ('}’{tn_i'})] (2.8)

KU tnj = ty +aihy.

Kemi 7t ) = @(t) nése t = t;; pérndryshe
#e) =5(e,) + Z wi(8)y' (2.9)
kuyp(e) =t +8h péro =8 =1.0=k =ndhe

Yu=F (tREJ }"F-'EJ}“::?“F:E:I})-
Konceptet bazé té metodés Runge-Kutta (R-K). Formula R-K

Njé metodé R-K me m-hapa pér té zgjidhur EDZ-té e trajtés (2.1) nga njé
pikeé fillestare t, me vleré fillestare v(t,) dhe me funksion £t ¥(t)) mund té
shprehet skematikisht né formén (Butcher, 1987)

gy | by o by
a | B _ : : :
W = tm | By o By 3.1)

Metoda R-K e paragitur nga (3.1) jep njé pérafrim ¥(t) té zgjidhjes sé sakté
¥(t) té ekuacionit diferencial, té pércaktuar fillimisht né njé rrjeté pikash

E = {t[_\.- tl" t:.- " t‘\r} {3'2:]
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me h, =t,., —t,dhe £y = T.Vlerat ¥,., = ¥(t,.,) e kétij pérafrimi jepen
nga

m
Favs =t hn ) W Vg 3.3)

i=1
kU }"{D =J"{tnl tm: = ti'! +ﬂ'[h'r! dhe
Frm’ = f{tm'* Fm'l Fm' = }?r! + h'r! E_i'q:m' 'EJi_i'Frr!_i' ':34':]
Vlerat {¥,;} dhe {¥',;} jané pérafrime té {v{t;)} dhe {y'(t..)} respektivisht.
(Butcher, 1987; Dormand & Prince, 1980)

Pérkufizim 2.1. (Hoxha, 2008) Njé metodé R-K pér EDZ ka rend lokal p né
gofté se pér vlerén fikse

T =ty |, —y(ta)l = O(HP) (3.5)
vt, € I kuh=max,lh,} — 0 dhe f(t.y) éshté i diferencueshém.

(Njé metodé R-K ka rend global p nése plotésohen té gjitha rendet lokale té
ekuacioneve deri né rendin p).

Pérafrimi i vazhdueshém

Pérkufizim 2.2. Njé shtrirje e vazhdueshme® #(t} ~ v(t). qé bazohet né
vlerat {¥,.¥",;} dhe pikat {t,.t;;} éshté njé funksion i pércaktuar né cdo
interval [t,.t, + k] nga

m
§lt, + 8h,) =¥, + b, Zw[{ﬁjlr"m- pér 0=8=<1 (3.6)
i=1
dhe gé plotéson ¥, = ¥(t,} pér r=0,1,..etj. Njé metodé R-K mund té
kombinohet me njé shtrirje té vazhdueshme pér té pérftuar njé formulé R-K
té vazhdueshme e cila mund té shprehet me ané té treshes {a. B.w(#)} dhe
mund té paraqgitet skematikisht (Hairer, Norsett, Wanner, 1993)

B
wT (@) @.7)

Pérkufizim 2.3. (Butcher, 1987) Njé formulé me shtrirje té vazhduar (3.6)
quhet e rendit g né qofté se g &shté numri mé i madh i ploté i tillé gé

E:-i .
Z[W‘[{E:] ﬂf = m per =10, .., g — 1. (38)

Njé shtrirje e tillé e vazhdueshme quhet shtrirje e vazhdueshme kuadraturé e
rendit g.

! (Hairer, Norsett, Wanner, 1993; Owren & Zennaro, 1990)
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Teoremé 2.1. Pér cdo metodé R-K me koeficienté {a;}, ekziston njé shtrirje
e vazhdueshme e rendit g nése

1) g=m
2) w; = wl-{ﬁ‘:]|9 =1 , Wi,

Teoremé 2.2. Duke patur parasysh rrjetén e pikave I né (3.2), treshen e
vazhdueshme R-K {a. B,w (&)} dhe vlerat {#(z,;)} dhe {#'(¢,;)}, njé shtrirje e
vazhdueshme e rendit g (3.8) plotéson barazimin

max
r=fs1

8 (t, + Bhy) — (ﬁ{zﬂ] + Iy Z w[{ﬁ']ﬁ’{tﬂ[])‘ = 0(h) (3.9)

pérp = minlg.v) + 1 .h, = 0. kur 8"% € Lip[t,.t,..] (PEr mé tepér,
9" € Clty, tnay 1)
Shtrirja e vazhdueshme (3.9), népérmjet vlerave {a.l-,wj-{ml-]} dhe matricés W

me elementé w;(a;). pércakton njé metodé R-K té renditur gé paragitet
skematikisht

a E
wT(D) (4.1

e cila ka rend té paktén té barabarté me rendin e shtrirjes sé vazhdueshme.
(Owren & Zennaro, 1990; Zennaro, 1986)
Metoda R-K e pérshtatur pér EDV
Shqgyrtojmé njé metodé R-K pér EDV té trajtés

y'© = F (y@.y(e—70)) ¢ = &) 4.2)
me kusht fillestar y(t) = @t} pér tmm =t =, lidhur me njé zgjedhje té
treshes R-K {a. B.w(8)1.
Do té pérshtasim metodén R-K té EDZ pér EDV. (In’t Hout, 1992)

Zgjidhjen e pérafért ¥(t)e kérkojmé né intervalin [z, T1 duke llogaritur vlerat
{F, = 7t né rrjetén e pikave I né (3.2), duke llogaritur vlerat e
brendshme {¥,;} ose duke llogaritur pérafrimet {¥",; } lidhur me pikat {t,;}.

Duke supozuar se kemi gjetur pérafrimet e vazhduara R-K ¥(t} e ¥(t) pér

t € [to.t,] (Teorema 2.1) ndértohet zgjidhja deri né t = t,, duke supozuar
¥(ty:) = t,. Shtrirja e vazhdueshme ka trajtén

¥ty + 8hy) =

e + hkzw;{ejr';‘.[ pir 0=8=<1(k=01..n-1) (4.3)
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Strategjia numerike gé propozojmé né (4.3) redukton kérkimin e zgjidhjes
numerike nga njé proces R-K pér ekuacionin e trajtés (2.1), né té cilin

Flev(8)) = Fie, v(£), 5t — o(£))).
Formula e pérshtatur
Formula e pérshtatur gé motivoi metodén jepet nga ¥, = ¥{t,) = v(t,) ku
Vo = ylto).
m
Vner = ¥n + by Z w; ¥l (4.4
i=1
Vi = F{ti’![-' Fﬂ[’}?{'}’i’![]} me

i—1

Voi =Fn+ by Z hl'_i'Fli'!_i' A S T TI:ti'!i:l

i=1

dhe ku¥(r,) = @(¥,.) né qofté se ¥ < tg, NAErsa
$m) = 35 + Buty) = 5 + By ) wi(Bn)¥ (43)

N rastin Kur v; = t; + By h; pér 0 < 6, < 1dhej € {0.1,....n}

Nése konsiderojmé vlerat {¥',;}. atéheré kemi ekuacionet

i-1
Vi =F (tmu Y + by Z f’u‘*"nrfﬂ’mj) (4:6)
i=t

me #(y,; Jté paragitur né (4.5). Né rastin kur ¥, = t,, argumenti né vlerén
¥y ) shtrihet né té djathté té £, dhe jashté pércaktimit té (-), késhtu
formula R-K (4.6) kthehet né implicite pér {¥ ;). Pér ta mbajtur metodén
eksplicite duhet gé

Vi S BV 4.7
3. Rezultate dhe diskutime

Kur nuk plotésohet kushti (4.7), mund té punohet me dy strategji té cilat jané
té dyja iterative dhe gé bazohen né ekuacionet (4.6). Njé strategji éshté té
pérdoren formulat R-K né ekuacionet (4.6) duke pérdorur iteracionin e
Newton-it. Strategjia e dyté éshté té pérdoret njé iteracion (parashikues-
korrektues)
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0] " [l [pl .. [p] =]
v =5, +h, Z biiF (£, Vol & 1)) ¥E
7

. [-1] _[s-1] . [s—1]
= i + hy Z W (8 )F (o Yoo ™ sl 7 T).s =1 @1
-

ku ui”‘- (t) éshté pérafrimi “i fundit” pér termin vonesé (histori) dhe {f fj.'"-}

jané vlerat e fundit té pérafruara té argumentit vonesé. Pra, mund té
parashikohen vlerat pér vonesat duke pérdorur shtrirjet e vazhdueshme né
hapin e fundit. Kéto vlera pérdoren pér té ndértuar shtrirje té vazhdueshme
né hapin aktual, shtrirje té cilat pérafrojné vonesat.

4, Pérfundime

Né kété punim pérshkruajmé njé metodé numerike pér té zgjidhur ekuacionet
diferenciale me vonesa dhe analizojmé zgjidhjen numerike té kétyre
ekuacioneve. Metoda éshte ndértuar duke pérshtatur teknikat e fundit té
zhvilluara pér ekuacionet diferenciale té zakonshme dhe duke ndértuar njé
pérafrim té ri pér té kontrolluar vonesat. Teknikat e propozuara bazohen né
formulén e vazhduar Runge-Kutta. Strategjia numerike gé propozojmé né
punim motivoi ndértimin e formulés R-K té pérshtatur pér EDV dhe
ndértimin e nj€ pérafrimi té ri t€ zgjidhjes.

Ndértimi i pérafrimit té zgjidhjes me anén e késaj formule né ekuacionet
diferenciale me vonesa tregon gé efekti i pérafrimit pér termin vonesé éshté i
papérfillshém. Pérdorimi i formulés Runge-Kutta né skemat numerike dhe
krahasimi i pérdorimit té Kkétyre strategjive numerike né ekuacione
diferenciale té zakonshme dhe né ekuacione diferenciale me vonesa siguron
njé ményré elegante pér té vlerésuar gabimin e metodés. Né pjesén mé té
madhe té rasteve, zgjidhja numerike e ekuacioneve diferenciale me vonesa
pérftohet nga pérshtatja e metodave numerike ekzistuese pér zgjidhjen e
ekuacioneve diferenciale té zakonshme. Analiza té ngjashme mund té
ndértohen edhe né metoda té tjera gé bazohen né metodat Runge-Kutta pér
ekuacionet diferenciale me vonesa.
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