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TRANSMISIONIT

*COBANI (HAMZALLARI) B.
Universiteti i Tiranés, Fakulteti i Shkencave té Natyrés, Departamenti i Matematikés
e-mail: besiana.hamzallari@fshn.edu.al
Pérmbledhje

Né punimet e méparshme jané trajtuar probleme né té cilat vala elektromagnetike nuk
depérton brenda sipérfaqes s€ shpérhapésit €2, i cili nuk &shté¢ homogjen. N& két€ punim
konsiderojmé problemin e shpérhapjes sé valéve elektromagnetike gjaté kalimit né njé
trup johomogjen, por gjithashtu té penetrueshém dhe ortotropik. Punimi nuk ka si géllim
modelimin e problemit fizik, (trajtim i hollésishém te [1]), por faktin gé ky problem ka
sé shumti njé zgjidhje. Problemi modelohet nga njé problem trasmisioni pér ekuacionin
Helmholtz jashté shpérhapésit Q dhe né njé ekuacion me koifigenta variabél né
brendésiné e tij. Si mjete, pér té arritur né pérfundimin gé nuk mund té kemi mé shumé
se njé zgjidhje, jané pérdorur identitetet e Green-it, gjithashtu dhe lema Relich.

Abstract

In the previous works we were dealing with the scattering by an impenetrable obstacles,
the scatterer has always been an imperfect impenetrable conductor. In this paper we
consider the scattering of electromagnetic waves by a penetrable media which is also
orthotropic. The goal of this work and the study that will follow, does not have a
physical purpose (we refer to [1] for a thoroughly physical interpretation), but to show
that the forward problem is well-posed. This problem is modeled as a transmission
problem for the Helmholtz equation in the exterior of the scatterer Q and in a variable
coefficients equation inside Q. In this problems we operate in Sobolev spaces and search
for a weak solution. To arrive at the conclusion that the above problem has at most one
solution, first we use the Green ldentities and the Relich lemma.

Fjalékyce : eliptik, Sobolev, Relich, Green.
Hyrje

Problemet e transmisionit jané probleme eliptike me vlera kufitare g& modelojné
pérgjithésisht probleme gjeofizike. Né problemin toné konkretisht do té trajtohet
rasti i shpérndarjes sé valéve elektromagnetike né njé cilindér té pafundém
ortotropik. Fillimisht do shtrojmé problemin, mé pas do e paragesim né formé
variacionale dhe sé fundmi punimi do fokusohet né numrin e zgjidhjeve té
problemit.
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Materiali dhe metodat

Le té jeté QcR*njé bashkési joboshe, e hapur dhe e kufizuar me kontur té

lémuar té gradés dy dhe jashtésia R?\Q éshté bashkési e lidhur. Vektori njési
normal me kufirin 0Q, i drejtuar s€ jashtmi zonés €2 shénohet me v. N&
mbylljen  Q, pércaktohet njé¢  funksion me vlera  matricore
A:Q—>C* A=(a,);.. Ku funksionet a, jané me derivate t& paré té
vazhdueshém. Me shénimin Re(A) do kuptojmé funksionin me vlera matricore
qé ka si parafytyré pjesét reale té elementéve a;., pra Re (ajx) , dhe
pércaktojmé Im(A) né ményré analoge. Gjaté gjithé punimit supozojmé
gjithashtu gé¢ Re(A) dhe Im(A), xeQ, jané matrica simetrike gé plotésojné
kushtet &-Im(A)s<0dhe ERe(A)E>vlg’, &eC’dhe xeQ, ku y>0.

Gjithashtu supozojmé gé n e C(Q2), ku Im(n) > 0.

Pér funksionet ueC'(R*\Q)dhe w eC'(Q) pércaktohen mé poshté dy
derivatet sipas dretimit té normales dhe conormales

a—u(x) = lim v(x) - Vu(x + hv(x)), xeoQ
ov h—0*
ow

(x) = h“T v(X)- A(X)Vw(x —hv(x)), xeoQ

Va

Pas Kkétij pércaktimi, mund té& formulojmé matematikisht problemin e
shpérhapjes se valéve hyrése harmonike né lidhje me kohén si problemin e

gjetjes sé funksioneve w € C'(Q), ue C'(R?\ Q) té tillé qé

V-AVwW +k’nw=0 ng Q
AU +K’u*=0 né R?/Q
o(ut+u')
i S Ay
N ov
ov out ou' .
=—né

wW-u’=— né on

ov ov ov
Iim\/F(aau —iku®)=0
r

r—o0

oQ2

kun>mne>0.
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Si¢ shihet garté né shtrimin e problemit zona né ekuacionin Helmholtz , pra né té
dytin éshté e pakufizuar dhe hapi i paré pér pércaktimin e numrit té zgjidhjeve
éshté gé problemin ta kalojmé né né zoné té kufizuar. Pér kété na ndihmon
kalimi i problemit né formé variacionale dhe operatori Dirichlet Neumann. [ shih
2 pér trajtim té zgjeruar, 5]. PEr mé tepér na nevojitet dhe materiali i méposhtém

Duke pasur parasysh hapésirén e Sobolevit dhe hapésirén gjurmé gjithashtu , gé
jané hapésira ku operohet pér kalimin e problemit né formé variacionale, tani do

zgjerojmé pérkufizimin e derivatit sipas drejtimit té konormales :—u kur
Va

funksioni u e H(Q,A,) ku
H'(Q,A,) ={ueH(Q):V-AVue *(Q)}

pajisur me normén

2

||u||2H1(Q,AA) :”u”iﬂ(n) —'_"V ) AVU”LZ(Q) )

Ka vénd teorema e méposhtme

Teoremé 2.1. Pasqyrimi vy, :u —>aa—u:=v-AVu i pércaktuar né C”(Q) mund té
VA

zgjerohet né ményré té vazhdueshme né njé pasqyrim linear, té vazhdueshém,

pér lehtési do e shénojmé pérséri y; me bashkési fillimi H'(Q,A,) dhe bashkési

1
mbarimi H 2 (5Q).

L 1
Kujtojmé gé me H 2(0Q) éshté shénuar duali i hapésirés gjurmé H2(6Q).

Vértetim [shih 2].

Si rrjedhim té teoremés sé mésipérme mund té zgjeromé rezultatin e teoremés sé
divergjencés né hapésira mé té gjéra funksionesh, konkretisht né funksione té
pércaktuar né hapésirat e Sobolevit.

Rrjedhim 2.1. Le té jett ueH'(Q) e tillé g&¢ V- -AVuel®(Q)dhe
w e H'(Q) atéheré kemi

ij-AVudx+IwV-AVudx= IWV-AVUdS
Q Q

[29]
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Néqgoftése si matricé A marrim matricén njési dypérmasore , atéheré nga
1
teorema 1 dhe rrjedhimil kemi gé Z—U éshté i mirépércaktuar né H 2(0Q) pér
\%

funksione ueH'(Q,A)={ueH'(Q):Auel*(Q)}. Dukegenése é&shté e
paevitueshme lidhja e teoremés sé diveregjencés me identitetet e Green-it,
atéheré pérfundimet e mésipérme na japin gjithashtu relacionin e méposhtém

jVW'VUdX—kJWAUdX = J'W-@ds ueHY(Q,A),weH Q).
Q Q oQ aV

Qé problemi té kalojé né njé zoné té fundme, teknika e pérdorur éshté e njohur.
Do té merret njé rruzull i hapur Sg me gendér né origjiné qé e pérmban zonén Q,
dhe fillimisht problemin e zgjidhim né Sg. Mé pas me ndihmén e operatorit
Dirichlet Neumann ,ne mundésojmé zgjerimin e kufirit dSg, pra té gjendet

ueH (S, \Q)dhe w e H'(Q) té tillé gé
V-AVW +k’nw=0 né Q
Au+Kk’u=0 né S,/Q

n6(u +u)+u‘

w-u'=-— nég oQ *
ov

VT

ov oOv ov

6_u:Tu né oS,

ov

ku T éshté shénuar operatori Dirichlet Neumann.

Sé fundmi teorema e méposhtme do na mundésojé zbatimin e principit té
vazhdueshmérisé sé funksionit w.

Teoremé 2.2 Néqoftése w e H'(Q,) dhe qeL?(Q,), plotésojné

relacionin V-AVW +K’nw =q, atéheré w e H*(Q,) dhe
ol <CO1, ol

1. Numri i zgjidhjeve té problemit té transmisionit.

Né teoriné e ekuacioneve diferenciale me derivate té pjesshme , ¢éshtja e paré
pér tu trajtuar lidhet me shtrimin e drejté ose jot & problemit té dhéné. Né
teoremén e méposhtme éshté treguar gé problemi yné ka té shumtén njé zgjidhje.
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Teoremé 3.1 Problemi (*) ka t& shumtén njé zgjidhje.

Vértetim. Le té jeté w e H'(Q) dhe u® e HL_(R?\ Q) zgjidhja e problemit (*) me

loc
valé rénése u' =0. Le té jeté Sg njé rruzull me gendér né origjiné dhe rreze R, i
cili pérmban zonén Q. Zbatojmé identitetin e paré té Green-it né Q dhe
(R*\Q) NS, , duke pérftuar relacionet e méposhtme
(V-AVW + k*nw,w) =0
(V-AVw,w) + (k*nw,w) =0
IV-AVW-Wdy+ kzn.[w'v_vdy:O
Q Q

—j(AVw.vV—V)dw j (AVW)-v-v_vds+k2nIW-v‘vdy=0
Q oQ Q

[(Avw.-viw)dy —k*n[w-wdy = [ W mds ()
Q Q OQaVA
dhe pér ekuacionin Helmholtz
AU® +K°u® =0
(AU® +K?u®,u%) =0
(AU%,u®) + k*(u%,u®) =0
J‘AuS'Usdy+k2 j u*-u*dy=0
Sg\Q S \Q
- j Vu® - Vit dy + J‘Usaids+_|'ﬁsaids+k2 j us-u°dy=0
Sg\Q oS ov oQ ov Sg\Q
s 2 21,,s 2 —s 8US —s aus
[ (ve[ =K |usHdy= [0 —ds— [u——ds (2
Sg\Q oSy ov o0 ov

Duke mbledhur dy relacionet (1) , (2) marrim



252 BSHN (UT) 17/ 2014

.[(AVW VW — k2n|w|2)dy + .[
Sg\Q

©)

d—_[ s+I —ds

0 aVA

Duke shfrytézuar kushtin e transmisionit kemi

[u —ds—j‘—ds—j‘sau _

oQ oQ oQ 29}

:I(W—US)—ds=I(W—US) u-w

Mo

Pra pérfundimisht relacioni 3 merr formén pérfundimtare

2 us Z)dy:

_[(AVW VW — k2n|w|2)dy+ Jl(

Q

—ds

Nga supozimi i problemit gjaté modelimit té tij, Im(A) <0, Im(n)<0 dhe
n=n0=0, pérftojm'é

Imj

Sy 0Sg

Relich u® =0 né R?\3S, , pra u’ =0né R*\ Q.

8v

Nga kushti i transmisionit gjithashtu w = 0 dhe gvﬂ =0 né oQ.
A

Qé ky rezultat té shtrihet né zonén Q dhe jo vetém né kontur té saj, do té
pérdorim principin e vetém té vazhdueshmérisé. Kjo éshté njé metodé klasike né
problemet e ekuacioneve kur kérkojmé té shtrijmé rezultatin nga kufiri né
brendésiné e zonés sé studimit. Pér kété géllim, né fillim zgjerojmé matricén A,e
cila éshté njé matricé funksionale, konkretisht pjesén reale t€ saj Re(A) e
zgjerojmé si funksion me derivat té vazhdueshém simetrike, reale , me vlera

positive né S_Rdhe Im(A) si funksion me derivat té vazhdueshém simetrike, reale
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, me vlera positive me support kompakt né S, . Gjithashtu zgjerimi i funksionit
né S, dhe pércaktojmé w=0né S, \Q.

Megénése w = 0 dhe ?:Oné oQ, atéheré w e H'(S,)dhe pér mé tepér
Va

V-AVW + k’nw =0 né S, . Pra jemi né kushte té teoremés 2.2 pér funksionin w,
pra plotésohen kushtet pér zbatimin e principit té vazhdueshmérisé , ku g = 0
dhe megénése w = 0 né S, \Q, atéheré w =0 né S,. Teorema u vértetua.

Rezultatet dhe diskutime

Né kété punim u tregua gé problemi i transmisionit (*) ka té shumtén njé
zgjidhje.

Megjithaté ¢éshtja gé problemi éshté i shtruar drejt nuk ka pérfunduar . Punimi i
ardhshém ka si géllim dy céshtjet e mbetura; gjetjen e zgjidhjes dhe studimin e
varésisé sé zgjidhjes nga kushtet fillestare né ményré gé té pérfundojé térésisht
shtrimi i drejté i problemit.
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