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Pérmbledhje

Shumé autoré kané studiuar aspekte té& ndryshme té teoremés sé& pikés fikse né
hapésirat 2-metrike dhe 2-banach. Né kété artikull do té vértetojmé njé teoremé té
pikés fikse pér pasgyrimet né hapésirén kuazi-2-banach me ané té njé relacioni
implicit. Rezultatet e kétij artikulli shtrijné njé mori rezultatesh té njohura mé paré
pér hapésirén metrike né njé hapésiré kuazi-2-banach.

Abstract

A number of authors have studied various aspects of fixed point theory in the setting
of 2-metric and 2-banach spaces. In this paper we prove a fixed point theorem for
mappings in quasi-2-banach space via an implicit relation. The results of this paper
extend a host of previously known results for metric space in a quasi-2-banach
space.

Fjalékyce: varg koshi, hapésiré huazi-2-banach, piké fikse.
Hyrje

Mé 1965 Gahler iniciojé konceptet e hapésirés 2-metrike dhe hapésirés 2-
Banach dhe Iseki né (Iseki, 1975, 1976), gjeti rezultatet kryesore mbi pikat
fikse né kéto hapésira. Kéto hapésira té reja mé pas jané studiuar nga mjaft
matematikané ( Gangopadhyay et al. 2009, 2012, Khan & Khan, 1993,
Sharma et al, 1979). Sé fundi (Badshah & Gupta 2005) jané vértetuar edhe
disa rezultate né hapésirat 2-Banach. N&é 2006, Park futi konceptet e
hapésirés sé kuazi-2-normuar dhe hapésirés sé kuazi-(2; p)-normuar (Park,
2006). Né kété artikull do té vértetojmé njé teoremé té pikés fikse pér
pasqyrimet né hapésirén kuazi-2-Banach me ané té njé relacioni implicit.

Pérpara se té paragesim teoremén kryesore po japim disa koncepte té
domosdoshme.

Pérkufizim 1.1. (Gahler, 1965) Le té jeté X njé hapésiré lineare reale me mé
shumé se njé pérmasé dhe || njé funksion me viera reale né X x X g&

plotéson kushtet e méposhtme:
(2N,) | y|=0 atéheré dhe vetém atéheré kur x dhey jané linearisht té varur

né X,

(2N2) [x. v =[y.x| péredoxy e X,
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(2N3) [y =|a|-|xy| pér cdo rea number a;
(@Ny) [xy+7]<[xy+|x 7 percdoxy, ze X

Funksioni || quhet 2-normé né X dheifti (X, |-{) quhet hapésiré lineare
e 2-normuar. Késhtu njé 2- normé |x,y| gjithmoné plotéson barazimin
[ y+ax|=|xy|, pé ¢do x, y € X dhe pér té gjithé skalaré& a. Do t&
pérmendim disa shembuj té hapésirave 2-Banach nga literatura
bashkékohore (shiko Agikgoz, 2007, White, 1969).

Shembull 1.2. Letéjeté X = R® dhe shqyrtojmé 2-normén e méposhtme né
Xs:

i j kK
xy|=|detfa b ol |=[(of -ce* +(caaf)? + (ae-cy? |,
d e f

ku x=ai+bj+ckdhe y=di+e+fk. Atéheré (X,|.{) éshté hapésiré 2-
Banach.

Shembull 1.3. Le té jeté X = Q°, ku Q éshté fusha e numrave racionalé dhe
shqgyrtojmé 2-normén e méposhtme né X si:

i j k
Ox,y=|det|la b c| |,
d e f

ku x=ai+bj+ckdhe y=di+¢+ fk, atéheré (X,|) nuk éshté hapésiré 2-
Banach.

Pérkufizim 1.4. [Park, 2006] Le té jeté X njé hapésiré lineare. Kuazi-2-
normé éshté njé funksion me vierareade né X x X qé plotéson tre kushtet e
Pérkufizimit 1.1: (2N,), (2N,), (2N;) dhe kushtin (2N3): Ekziston njé
konstante k>1 etillé gé

[x+y.7| <k|x 2 +k|y.Z pércdo x,y,ze X .
Cifti (X,|.{) quhet hapésiré e kuazi-2-normuar né gofté se || éshté

kuazi-2-normé né X. Vlera mé e vogél e mundshme e k quhet modul i
konkavitetit té |- .
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Njé kuazi-2-norm || || quhet kuazi-(2; p)-normé (0 < p<1) né gofté se
[x+y.7" <|x.2|” +|y.2|” pér¢do x,y,ze X .
Pérkufizim 1.5. Vargu {x,} né hapésirén kuazi-2-normé (X.|{) quhet varg
Koshi né qofté se lim |x,—x,ul=0 pé& c¢do u né X. (Simbolikisht e
m,n—o0

ShEnOjme d (X, X,) = [Xn =Xy, u)

Pérkufizim 1.6. Vargu {x,} né hapésirén kuazi-2-normé (X,|{) quhet varg
konver gjent né qofté se ekziston njé piké x né X etillé gé lim|x, -x y|=0

n—oo

pér cdo y né X. Né qofté se { x,} konvergjon néx, kéte e shkruaimé {x,} — x
kur n —oo.

Pérkufizim 1.7. Hapésira kuazi-2-norm (X,|.-) quhet e ploté né gofté se
¢do varg Koshi éshté konvergjent né njé element té X.

Pérkufizim 1.8. Hapésira kuazi-2-norm e ploté quhet hapésiré kuazi-2-
Banach.

Pérkufizim 1.9. Le té jeté X njé hapésiré kuazi-2-Banach dhe T njé
pasgyrimi X né X. T quhet i vazhdueshém né x né qofté se pér ¢do varg { x»}
né X, {X,} — xkur n > gell {T(x,)} — T(X) kur n >

Po japim edhe konceptin e marré nga Kikinaet. al.

Pérkufizim 1.10. Bashkésiné e té gjithé funksioneve gjysmé té
vazhdueshém nga sipér me 5 ndryshore f : Rf — R géplotéson vetité:

(a) f eshtéjo zbritjes né lidhje me secilén ndryshore,

(b) ftttt)<t, teR,
do tashénojmé me K, dhe ¢do funksioni tillé do té quhet Fs-funksion.
Disa shembuj té F,-funksionit jané:

1 f(t,t,,t,,t,,t) = max{t,t,,t,,t,,t.},

2. f(t,t,,t,t,,t) = [max{tltz,t2t3,t3t4,t4tt.),t5t1}]y2 :

3.ttt b, t) = [max{t’ t2,t9,tP,tP1 , p>0,

4. f(t,t, . t) = (@t +at t+at? +at+at’),
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5
ku p>0dhe0<a,> a <1,

i=1

L+t +t t+t
5. f(tl,tz,t3,t4,t5):# ose f(t,t,,t;,1,,t) = L2

.

2. Materiali dhe metoda

Po formulojmé lemén e méposhtme, té cilén do ta pérdorim pér vértetimin e
teoremés kryesore.

Lemé2.1 Letéjeté (X,|.{) njé hapésiré e kuazi-2-normuar me koeficienté
k>1 dhe{x,} njévarg néX. Né gofté se

d(x,,%,,)<cl,0<c<+<1 120, VneN,

atéheré vargu { x,} éshté varg Cauchy.

Vértetim:

360 = Xt <KXy = Xp2,0 + KXo =X )
S S S T P T
<KX =X, U+ =2t K] =X -
B R T e e Nl

+km_1|| Xarm1 ~ Xwme Lﬂ
<kc" + K™ + k3™ 4. K™™Kk

ny (ko)™ n ko™ _ kel
<kl ke <kl ke Tke'

E késhtu g€ lim|x, - x,,,,u|=0. Kjo gell g& {X} éshté varg Koshi né X.
Kjo pérfundon vértetimin elemés.

Teoremé 2.2 Le té jeté X njé hapésiré e kuazi-2-normuar me koeficienté
k>1dhe f eF,.Letéjeté T: X - X qé plotéson mosbarazimin:

700 =T, ul <ot (x=youl, [x =T by =Tull [y =T 2ul.Jy ~Tuh

pércdox, y € Xdhe 0<c <+ <1.Atéheré T kanjé piké fikse té vetme z né
Xtétillégéx, € Xjep limT"(x)) =z.
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Vértetim. Le té jeté X, njé piké e cfarédoshme né X. Pércaktojmé vargun
{x} s vijon:
X =T 1=T%,N=1,2, ...
Marrinu € X. Shénojmé me
d, () =[|%, = %,.. U, N=01,2,....

Nga mosbarazimi (1) marrim:

A (W) = [ =] = [T =T 50,4
<cof ([T" % —T”xo,uH, T"% —T”xo,u”, T"% —T””xo,uH,
"X, —T”*lxo,u”, "% —T”xo,uH)
=cf[dy_1 (), dy 1 (u), d, (u),d, (u), 0]
Nga ky mosbarazim dhe nga vetité e f rrjedh se
d, (u) < cdy,_; (u)
Né pérgjithési kemi
d,(u) <c'dy(u)=c"l,neN, (2
ku | = dg(u) =| %, — %, u| , dhe prandaj
limd, (u) = lim|x, —x,,,,u| =0, ©)

atéheré, nga (2) dhe Lema 2.1 rrjedh se vargu {x,} éshté varg Koshi né X
dhe prandaj éshté konvergjient né X. Letékemi limx =limT"x =a e X..

Limiti o éshtéi vetém. Supozojmése o' # ¢ Eshtéi b;r:;arté me limx, .
Atéheré ngakushti (2N;) i Pérkufizimit 1.5, marrim .

loc — e ul| < Ko =, u + k|| %, = u]
Duke guar n né infinit do t& kemi [l —c',u|=0 pé& ¢do ue X dhe
késhtugé o = o '

Le té vértetojmé tani gé a éshté piké fikse e T. Supozojmése o # T .
Atéheré nga Pérkufizimi 1.3, marrim

loe =T, uf < ke = x,,ul+ k| x, = Ter,ul .

Atéheré, né qofté se N — oo, kemi
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||a —Toc,u"SkIFn”Xn —Ta,u” . (4

Nga (1), kemi gé
%0 =Ter.u] = [Ty 1 ~Tor
< o (P = Ul =, o= T Jor = T2, 0, oo~ T,
= of (oo =t 12 =0l o =T o =0, o =5, u)
Duke guar n néinfinit do té kemi
lim|x, —Ter,u<cf (0,0, ~Ta,uf,0,0) <clee ~Teru| . (5)
Nga (4) dhe (5), kemi

loe =T, uf < klim|x, = Ter,u| < kcfo = Ter,ul -

Megé 0<c<i<1 kemi |o—Tea,u|=0 pérgdo ue X . Prandgj o éshté
pikéfikseeT.
Le té vértetojmé tani unicitetitin. Supozojmé se o' # o éshté gjithashtu njé
pikéfiksee T .Nga(1) p& X=a dhe y=a" marrim:

||a —a',u|| =||T(a)—T(a '),u||

<cf (||a - ',u||,||a —Ta,u||,||a “Ta ',u||,”a '—Tza,uH,”a '—Ta,u”) .

= cf (||a -a ',u||,0,0,||a '—a,u||,||a '—a,u”) < C||a —a',u”.
Dhe kétu, kemi gé

||a - ',u|| < C||a - ',u||

(6)
Nga (6) del se: |or — ', u]| =0. Pra, kemi pérséri gé o = o’ . Kjo pérfundon
vértetimin e teoremés.

Rezultatet dhe diskutime

Pér shprehje té ndryshme té f né Teoremén 2.2 marrim teorema té
ndryshme. Né rastin kur f(t,t,,t,,t,,t;) =t, kemi njé shtrirje té& parimit
Banach té kontraksionit pér hapésirén metrike né hapésirén kuazi-2-Banach:
Rrjedhim 3.1 Letéjeté (X,|-) njé hapésiré kuazi-2-Banach me koeficient
k>1dheT:X — X njépasqyrimi i tillé gé
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Mx=Ty,u| < c|jx—y,u]
pércdo X,y e X, ku 0£c<%.Atéheré T ka njé pikeé fikse té vetme o né
Xtétillégéx, € Xjep IimT"(x) =« .

n—oo

_ t, +t
Nérastin kur f(t,t,,t;,t,,t) =2—3

kemi njé shtrirje té parimit Kannan

té kontraksionit pér hapésirén metrike (Kannan, 1969) né hapésirén kuazi-2-
Banach:

Rrjedhim 3.2 Letéjeté (X,[-{) njé hapésiré kuazi-2-Banach me koeficient
k>1dheT: X — X njépasqyrimi i tillé gé

Tx=Ty,ul| < c(|x=Tx,ul+|y-Ty,ul)

pér cdo X,y e X, ku O£C<2—1k. Atéheré T ka njé pikeé fikse té vetme o
né X tétillégéxo € Xjep IimT"(x) =« .

Rrjedhim 33 Pér f(t,t,,t,t,,t;) =max{t,,t;} kemi njé shtrirje té

parimit Bianchini kontraksionit pér hapésirén metrike (Bianchini, 1972) né

hapésirén kuazi-2-Banach.

at, +bt, +ct

—1_ "2 73 kua, b, cjané numra
a+b+c

jonegativé té tillé g¢ a+b+c<1, kemi njé shtrirje té& parimit Reich té

kontraksionit pér hapésirén metrike (Park, 2006) né hapésirén kuazi-2-

Banach.

Rrjedhim 3.4 Pér f(t,b,t,,t,,t;) =

Shénim 1: Pé f té ndryshme mund t& marrim shumé rezultate té tjera té
ngjashme té klasifikimit Rhoades (Reich, 1971).

Shénim 2: P& k =1 marrim Teoremén toné kryesore dhe rrjedhimet e sgj
pér hapésirat 2-Banach.
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