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Pérmbajtja

Teoria e Oshilacionit njé nga objektivat kryesore té saj ka edhe “zbulimin” e intervaleve
né té cilat zgjidhjet e njé ekuacioni jané oshiluese. Né kété punim géllimi yné kryesor
éshté evidentimi i njé metode, qé edhe pse nuk lidhet me metodat tradicionale pér
nxjerrjen e kritereve té késaj teorie, na lejon té zbulojmé intervalet e sjelljes oshilatore né
zgjidhjet e ekuacioneve diferenciale té zakonshme lineare homogjene té rendit té dyté.
Kjo metodé operon me koeficientét variabél té tyre. Pérdorimi i metodés varet sé pari nga
aftésia pér té transformuar njé ekuacion té caktuar diferencial né formén e tij kanonike
mé té thjeshté t&¢ mundshme, pra pér ekzekutimin e kétij programi duhet té kalojmé né
disa etapa qé pérfshijné domosdoshmérisht transformimet e njé ose dy variablave pérpara
se té zbatohet metoda. Ideja e saj éshté zbulimi i oshilacioneve (Iékundjeve) té zgjidhjeve
pikérisht aty ku ato mund té ndodhin, gofshin kéto intervale té& fundme apo té pafundme
té ndryshores sé pavarur. Kjo metodé pér zbulimin e intervaleve té oshilacionit do té
aplikohet pér disa ekuacione té fizikés matematike, si ekuacioni i Besselit dhe ekuacioni
Cauchy-Euler gé e kané pikén x = 0 piké té posagcme.

Fjalé kyce: Zgjidhje oshiluese; interval oshilimi; transformim variabli; ekuacion Bessel;
ekuacion Cauchy-Euler.

Abstract

One of the main objectives of Oscillation Theory is to determine the intervals for a given
independent variable in which the solutions of a differential equation with respect to this
variable are oscillatory. There are several traditional methods applied in Oscillation
Theory that allow for the discovery of such intervals. In this paper we present a method,
being substantially different from the traditional methods, which allow the discovery of
the intervals of oscillatory behavior in solutions of ordinary homogeneous linear
differential equations of the second order. Fundamentally this method operates with the
variable coefficients of such equations. This method has several stages that involve
several transformations of the independent variable. The crucial stage requires the
transformation of a given differential equation into its simplest canonical form. From this
form one can then detect the intervals of oscillatory solutions. The method can detect
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finite or infinite intervals of the independent variable. This method is applied to the
Bessel equation and Cauchy-Euler equation, which have the special point at x = 0. Also,

the application of the method is demonstrated for other differential equations important
in Mathematics and Physics.

Key words: Oscillating solutions; oscillation interval; transformation variables; Bessel
equation; Cauchy-Euler equation.

Hyrje

Si¢ dihet zgjidhjet e shumé ekuacioneve diferenciale lineare, gqé nuk shprehen me
ané té funksioneve elementare, konsiderohen si funksione jo elementare speciale.
Vetité e tyre mund té studiohen mé imtésisht né kuadrin e ekuacionit pérkatés
diferencial. Pér kéto funksione speciale mund té nxirren shumé relacione gé i
lidhin me njéri-tjetrin, zbérthime té tyre né seri apo produkte té pafundme (Nico
& Temme, 1996). Zakonisht ata llogariten né vlera té péraférta (me saktésing e
déshiruar). Kéta funksione quhen po aq té njohur ndér matematikané sa edhe
funksionet elementare madje ndeshen shumé mé shpesh se ato né zgjidhjet
sidomos té ekuacioneve me derivate té pjesshme gé modelojné mé sé shumti
probleme té shkencés dhe teknikés.

Ekuacionet diferenciale lineare me koeficienté variabél, té trajtés:
L{_‘j.':] = J_:'::ﬂ:' + pﬂ_l{xjj_.‘ (m-1] + e 4 p,_{_r:l_‘;,-" + FD{X:]y = f{.ﬂ; ':F_]

ku pglx), 1 (x) ... pr—1(x) jané funksione té vazhdueshme né njé interval té
dhéné (a,b), shndérrohen né ekuacione po lineare por tashmé me koeficienté
konstanté me anén e njé teknike té zévendésimit té ndryshores si né vijim,

1 .
t=gplx) =—— .'_J‘ [ ()] dx.
Va

Kalimi nga njé ekuacion linear me koeficienté variabél (ELKV) né njé ekuacion
linear me koeficienté konstanté (ELKK) automatikisht zgjidh problemin e paré
(ELKV), sepse problemi i integrimit té kétij té fundit, pra (ELKK) éshté i
zgjidhur tashmé pérfundimisht. Né shumé probleme té fizikés, mekanikés,
astronomisé dhe vecanérisht té fizikés matematike, ndeshemi me ekuacione
diferenciale lineare té rendit t& dyt& me koeficienté variabél. Integrimi i disa
trajtave té vecanta té kétij ekuacioni tashmé éshté i njohur né ¢cdo Kkurs té
ekuacioneve diferenciale té zakonshme, por pér fat t€ keq né rastin e
pérgjithshém integrimi i njé ekuacioni té tillé (edhe pse né dukje i thjeshté) éshté
njé problem mjaft i véshtiré.

Por, jo domosdoshmeérisht né njé problem (modelim i njé situate reale) kérkohet

zgjidhja e pérgjithshme e kétyre ekuacioneve, shpesh kérkohen zgjidhje gé
plotésojné disa kushte apo veti té caktuara. Ndaj edhe géllimi yné né kété punim
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nuk éshté zgjidhja e tyre, por njé analizé mbi intervalet ku kéto zgjidhje shfagin
veti oshilatore, veti té cilat shpesh ngjallin interes tek studiues té fushave té
shkencave teknike dhe shkencore. Pér kété arsye, vendosém té hetojmé njé
pyetje né dukje té thjeshté né lidhje me teoriné e zgjidhjeve oshilatore té
ekuacioneve té zakonshme diferenciale té rendit té dyté lineare homogjene me
koeficienté variabél.

Metodologjia
Le té jeté dhéné ekuacioni linear homogjen me koeficienté konstanté né formén:
Liy) =y" + By' +Cy =10, (1)

ku funksioni ¥ dhe derivatet e tij jané dhéné né lidhje me ndryshoren e pavarur
x; B dhe C jané koeficienté konstanté. Ky ekuacion i ka té gjitha zgjidhjet
oshilatore nése ekuacioni i tij karakteristik, i* + Bi+ € =0 nuk ka rrénjé reale,
pra vetém nése dallori o = B® -4¢ < 0, gjé gé sjell automatikisht, € = 0. Prania
né zgjidhjen e pérgjithshme e funksioneve trigonometrike sin dhe cos e
konfirmojné Kké&té rezultat té mirénjohur né fushén e oshilacionit. Le té
vazhdojmé analizén toné duke shtruar pyetjen, a vlen i njéjti “kriter-dallor” si
parashikues i sjelljes oshiluese té zgjidhjeve edhe né rastet kur koeficientét e
ekuacionit nuk jané konstanté por jané funksione té x-it si né ekuacionin (E)
(rasti m = 2). Nuk jané té pakté shembujt konkreté nga fizika (vézhgimet
eksperimentale) apo rastet ku kriteret e mirénjohura té teorisé sé oshilacionit
tregojné qé ky kriter i dallorit déshton. Po cila éshté arsyeja e kétij déshtimi? Le
ta shohim né vijim kété kriter né rastin e pérgjithshém té ekuacioneve té formés:

¥ + by + Gy = 0. @

Interesi yné né kété punim pérgéndrohet né shpresén intuitive se “funksioni
dallor” i ekuacionit (2) korrespondues i dallorit té ekuacionit (1);
d(x) = b*(x)-4c(x), mund té mbart ndonjé informacion né lidhje me natyrén e
zgjidhjeve té ekuacionit (2). Analiza joné nuk éshté e re, pasi shumé nga hetimet
klasike té sé kaluarés mbi oshilacionin e ekuacioneve diferenciale té rendit té
dyté, lidhen me konceptin e “dallorit”, duke filluar nga punimet Klasike té
Shturmit. Kété tekniké té pérdorur edhe nga Christodoulou et.al, 2016, gé bén
bashké elementin matematikor té trajtés kanonike dhe konceptet fizike mbi
oshilatorin na térhogén vémendjen pér t’u thelluar dhe pér té paré né njé
kéndvéshtrim tjetér studimin toné mbi kriteret apo intervalet e oshilacionit. Ndaj
analiza joné fillon me transformimin e ekuacioneve (1) dhe (2) né trajtat
kanonike korresponduese té tyre, pra né ato trajta né té cilat mungon derivati i
paré. Ekuacioni (1) me ané té pozimit
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1
y(&) = z(x) exp (—; Bx],
transformohet né trajtén e tij kanonike,
"+ Qz = 0. (3)

Sigurisht gé dallorét e ekuacioneve (1) dhe (3) duke gené té barabarté na lejojné
té pércaktojmé lehtésisht koeficientin konstant té vetém Q pér ekuacionin
kanonik (3),

D E?

Q=-3=C-7- (%)

Ekuacioni (2) ngelet po linear homogjen me ané té zévendésimit té funksionit té
panjohur ¥ sipas relacionit ¥{x} = a(x)z(x}. Né ekuacionin e transformuar

koeficienti prané z' éshté
2a'(x) + blx)a(x).

Qé Ky term t& mungojé né ekuacionin e ri té transformuar, pra gé t¢ mungojé derivati i
rendit té paré mjafton qé ta zgjedhim a(x) té tillé qé

2a'(x) + bx)alx) = 0.

Pra, me ané té zévendésimit té méposhtém
1
y6) = 2daxp (— [ 560 i),

ekuacioni (2) transformohet né trajtén e tij kanonike
z" +q(x)z = 0. (3

Né kété rast, me té njéjtin arsyetim si mé sipér pércaktojmé koeficientin
funksional té vetém g{x) pér ekuacionin kanonik (5),
b (x) b (x)  B'(x)
> :c{.r]—T— 5 (6)
Njé krahasim empirik midis dy formave kanonike (3) dhe (5) zbulon pse vetité e
mirénjohura nga fizika pér oshilatorét harmoniké té thjeshté me faktor shuarés B,
(modeluar matematikisht nga ekuacionet (1) dhe (3)) nuk jané po ato edhe né
rastin e ekuacioneve me koeficienté variabél (ekuacionet (2) dhe (5)):
Transformimi i paré né formén kanonike ((1) tek (3)) “e kalon” né ményré té
efektshme koeficientin e shuarjes E né termin e ri konstant @, ku termi negativ

g = —}}[du:n]—

B? . . . L . . . .
- kundérshton garté termin e mirénjohur (sidomos né modelimet nga fizika)

oshilues € =0 té ekuacionit (1). Nga ana tjetér, transformimi i dyté né formén
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kanonike ((2) tek (5)) “e kalon” né g(x) edhe termin gé pérmban derivatin e

" ] " . . " " " B () . . .
pare, — , PeErvec termit negatlv te paster shuarés —T. Termi derivativ

B R . ) I . .
—Tx} ndonjéheré vepron si shuarés oshilacionesh, kur b'(x) = 0, ndérsa heré
té tjera vepron si nxités oshilacionesh sepse rrit termin oshilues té natyrshém
c{x) = Okur b'(x) =< 0. Pra gartazi nga kjo analizé me nuanca arsyetimi edhe té

fizikés klasike (oshilatorét), konkludojmé se pér ekuacionin toné nén shqyrtim
(2), funksioni b(x) nuk pérfagéson koeficientin e shuarjes sé pastér si né rastin e

koeficientit konstant B (koeficient para derivatit té paré). Kjo éshté edhe arsyeja
pse né shumé raste forma kanonike éshté treguar e pamjaftueshme né
parashikimin matematikor té sjelljes oshilatore té zgjidhjeve té ekuacionit (2)
pasi gé shndérrimi né kété formé nuk “kalon” vetém njé term té pastér shuarés né
koeficientin g(x) té ekuacionit (5), por shpesh heré dy té tillé. Eshté mjaft e

B (x])

-
=

garté se kjo véshtirési gé evidentuam mé sipér me termin — nuk ekziston né

rastet kur koeficienti pérpara derivatit té paré, pra b{x) éshté konstante sepse
b'(x) = 0 dhe koeficienti kanonik g(x) né kété rast t& vecanté nuk &shté “i

P

. . . B[ N —
ndikuar” nga termi “problematik” —Tx}. Ky vézhgim na tregon se si né

metodén toné qé do t’i japim trajtén e njé algoritmi, mund té anashkalojmé
véshtirésité gé lidhen me koeficientin &'(x).

Pra, fillimisht ekuacionet e formés (2) duhet té sillen né formén e tyre kanonike
pa derivat té paré, dhe mé pas kjo formé duhet té transformohet né njé formé té
re né té cilén koeficienti para derivatit té paré té jeté konstant. Si rezultat i késaj
procedure: ¢do tendencé oshilatore nuk do té keté ndérhyrje nga derivativi b'(x),

gé tashmé éshté zero. Konkurrenca midis lékundjes (pérfagésuar né model nga
koeficienti c(x)) dhe shuarjes sé saj (pérfagésuar né model nga koeficienti % )

né até term té ri g(x), pra g(x) = c(x) — %J tashmé éshté e drejté, “pa ndikime
nga jashté”.

Arsyetimi i mésipérm na sugjeron se mund té gjendet njé kriter pér zgjidhjet
oshilatore duke pérdorur tashmé até si formé kanonike pérfundimtare té
ekuacionit (2) dhe teoremén klasike té krahasimit té Shturm-it. Analiza e késaj
procedure, e cila do té ndiget né seksionin e méposhtém, do té konsistoj né
ndjekjen e dy rrugéve pér té arritur né rezultatin qé kérkojmé, pra dy
transformimet e mundshme, até té variablit t¢ varur ¥ dhe té pavarur x.

Ekuacioni Cauchy-Euler gé do t& marrim né studim do té na ndihmoj pér té
krijuar njé ide se cilin nga kéto transformime duhet té zgjedhim gé té na lejojé té
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krijojmé njé algoritém pér nxjerrjen e njé kriteri pér zgjidhjet oshilatore té
ekuacionit (5).

1- Ekuacione té fizikés matematike nén teoriné e Shturm-Liuvilit

Né shumé probleme té matematikés sé aplikuar, fizikés, astronomisg, mekanikés,
inxhinierisé dhe vecanérisht té fizikés matematike ndeshemi me nevojén e
modelimit té tyre né ekuacione diferenciale té rendit té dyté me koeficient
jokonstant pra variabél. Me ndihmén e teorisé analitike té ekuacioneve
diferenciale, ndérmijet té tjerash trajtohen edhe disa nga funksionet speciale mé té
réndésishém dhe mé té pérdorshém, gé na ndihmojné né zgjidhjet e ekuacioneve
diferenciale té rendit té dyté. Né kaosin e formulave té shumta, relacioneve gé i
lidhin ato shpesh me njéra tjetrén té zbuluara dhe studiuara ndér vite, vihet re njé
trajtim i ri gé pérpiget té vendos njéfaré rregulli. Kéto funksione tashmé shihen
edhe nga njé piképamje e pérbashkét mbi bazén e teorisé sé grupeve. Ky trajtim
megjithése nuk éshté objekt i kétij punimi dhe teoria klasike e Shturm-Liuvilit,
na lejojné té marrim né konsideraté disa pérfundime mbi disa ekuacione té
njohura, gé lidhen me operatorét e veté-konjuguar, pasi dimé gé ¢cdo ekuacioni
linear homogjen té rendit té dyté i korespondon njé formé e veté e konjuguar.

Teoria e oshilacionit, mbéshtetet pikérisht né kété element, sepse pasi ndértojmeé
mbi kété formé, problemin korespondues me vlera té veta, kétij té fundit i
shogérohet njé operator diferencial linear i veté-konjuguar. Pra, ¢do ekuacioni
linear homogjen té rendit té dyté i korespondon njé operator diferencial linear i
veté-konjuguar.

Le té rendisim mé poshté disa nga ekuacionet diferenciale mé té njohura té rendit
té dyté (trajtat e thjeshta) dhe format e veté-konjuguara té tyre koresponduese. Té
gjithé kéto ekuacione mund té ndryshojné né formé né anén e majté té tyre duke
shumézuar té dyja anét e ekuacionit me njé faktor integrues té pérshtatshém
(edhe pse e njéjta gjé nuk éshté e vérteté pér ekuacionet diferenciale me derivate
té pjesshme té rendit dyté).

Ekuacioni i Cauchy-Euler

r 1 r C U
¥ +x_1} +x:j_._

mund té shkruhet né formén e Shturm-Liuvilit
Gy) + (Cxdy =0

Ekuacioni i Besselit

"+ xy' + (A2 —plly =0,

mund té shkruhet né formén e Shturm-Liuvilit
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ey’ + (A:x_v:jx)}: = 0.

Ekuacioni i Lezhandrit

(1 —x¥y" —2xy" +olw + Dy =0,
mund té shkruhet né formén e Shturm-Liuvilit
[(1 —x2yT +vle +1)y =0.

Ekuacioni diferencial i Cebishevit (Chebyshev)

(1 —x%y" —xy" +dy =0

Forma e veté—konjuguar té ekuacionit diferencial té Cebishevit,
[(1—x»3y] +20 -2 2y =0

Ekzistenca e vlerave vetjake dhe funksioneve té vlerave vetjake né kéto forma
lidhen me procesin oshilator. Rastet e ekuacioneve té€ mésipérme tregojné se hapi
i paré né vendosjen e njé kriteri pér zgjidhjet oshiluese duhet té jeté njé pérpjekje
pér té transformuar njé ekuacion té formés (5) né njé formé tjetér né té cilén té
gjithé koeficientét jané konstante. Dihet se kjo mund té& realizohet me
transformim ose té variabit té varur ose té atij té pavarur.

Né vijim do té provojmé té ndjekim té dyja rrugét e transformimeve. Analiza
joné hap pas hapi do t€ mbéshtetet edhe né interpretimin fizik té oshilatorit
harmonik. Ekuacioni mé i thjeshté ndér ekuacionet e mésipérme éshté ai i
Cauchy-Euler, ai éshté njé pérfagésues tipik i atyre ekuacioneve diferenciale gé
mund té shndérrohen né njé oshilator harmonik shuarés me koeficienté té gjithé
konstanté. Por pér shumé nga ekuacionet nén studim ky shndérrim nuk éshté i
mundur, ndaj kur ky hap nuk realizohet duhet té mjaftohemi me bérjen konstante
té koeficientit shuarés para derivatit té paré. Situatén e kemi né favor té metodés
soné vetém kur té arrijmé gé kété koeficient shuarés konstant ta shfagim (pa e
eleminuar) né koeficientin pérpara derivatit zero né formén pérfundimtare
kanonike. Ky éshté dhe momenti i pérdorimit té kriterit t& Shturmit pér zgjidhjet
oshilatore.

2-Transformimet e variablave

Dihet se lineariteti i ekuacionit nuk ndryshon pas c¢do shndérrimi linear té
variablit té varur apo ¢do shndérrimi té variablit t€ pavarur. Né vijim le té
shndérrojmé té dy variablat me ané té disa relacioneve té njohura.

2.1 Transformimi i variablit té varur z(x)
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Le t& kryejmé zévendésimin e funksionit t& panjohurz{x) sipas relacionit
z(x) = u(x)v(x) né ekuacionin (5)

ol -y
L2 v
u +—u +|—

v iy

+q{.r]]u=[l. (N

Meqé kérkojmé qé koeficienti para funksionit derivat 1" duhet té jeté konstant (le
té themi ¢) atéheré:

pra, v(x) = exp {5 x). Ekuacioni (7) merr formén:
C':
u' 4+ cu + [E + q{.r]]u =0, ()
dhe forma e re kanonike e ekuacionit (8) supozohet té jeté e trajtés,

u" +gixu =0

Qartésisht shohim tani se koeficienti konstant i shuarjes ¢ i termit @' nuk mund té
shfaget né koeficientin §(x) té formés sé fundit kanonike té ekuacionit (8).
Konstantja ¢ “bie” nga dallori d{x) i ekuacionit (8):

d(x) = ¢ — 4[%+ qm] — _4q(x), (9)
dhe g(x) kthehet né origjinalin g(x) sepse
—d

glx) = fﬂ = glx). (10)

Ky pérfundim tregon se algoritmi yné nuk mund té funksionoj me ané té njé
transformimi té funksionit té varur z(x) né ekuacionin (5), ndaj le t&¢ ndjekim

rrugén e dyté, até té transformimeve té ndryshores sé pavarur x.
2.2 Transformimi i variablit té pavarur x

Zévendésimi i ndryshores x me ané té relacionit x = ¢(t) né ekuacionin (5) na
jep ekuacionin

z" - %z’ + @V gletNz=10, (11)
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ku derivatet jané né lidhje me variablin e ri, £. Né kété ekuacion, ne mund té
zgjedhim funksionin @(t) me kérkesén gé koeficienti pérpara z' duhet té jeté
konstante (le té themi ¢). Zgjidhja e ekuacionit diferencial ¢'* + c@’ = 0, me

metodén e mirénjohur té uljes sé rendit na krijon mundésiné té pérzgjedhim ndér
transformime té trajtave: @(t) = ¢4 + ¢ exp(ct), ku ¢; dhe ¢; jané konstante

arbitrare. Ekuacioni (11) mund té shkruhet si vijon,
" —ez' + ety — e Fglxlz =0 (12}

VEémé re se konstantja ¢z, nuk shfaget né kété ekuacion. Le té ndértojmé formén
kanonike té ekuacionit (12) me ndihmén e transformimit,

z(x) = wit) exp (% c.r).

Forma e kanonike ekuacionit (12) do té jeté:
w' + §lx)w =10 (13)
ku:

1
460 = e[ (e —e)%q ) —3]. (14)

Ndryshe nga transformimi i variablit té varur, transformimi i variablit té pavarur
gé kemi tani nén studim lejon futjen né ekuacionet (12) dhe (14) té dy
konstanteve arbitrare ¢ dhe cy.Konstantja pozitive ¢ vepron si njé faktor

proporcionaliteti né koeficientin §{x) té formés kanonike, nuk eleminohet si né
transformimin e variablit t€ varur. Konstantja c; pérfagéson njé zhvendosje
“horizontale” té variablit t€ pavarur x. Pra, me njé zgjedhje té pérshtatshme té
konstantes ¢y, termi i zhvendosur (x — ¢;)? né ekuacionin (14) éshté né gjendje
té “eliminojé” ¢do piké té rregullt singulare gé mund té pérmbajé termi i dhéné
origjinal g(x). Pér mé tepér, né kété rast koeficienti g(x) ngelet té jeté
konstante, madje ekuacionet (12) dhe (13) pérfundojné té kené koeficienté
konstanté vetém né rastet kur g(x) pérmban saktésisht vetém njé piké té rregullt
singulare né x = ¢4, pra kur

_k 15
e {3)

Ky éshté rasti i ekuacionit té tipit Cauchy-Euler, sepse né raste té tjera,
koeficienti pérpara z(t) né ekuacionin (12) nuk éshté e théné té jeté konstant.

glx) =
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3-Kriteri i krahasimit té Shturmit pér zgjidhjet oshiluese

Neé fillim té kétij paragrafi, po vecojmé njé nga teoremat mé té njohura té teorisé
sé Shturm-Liuvilit, teoremén e treté krahasuese té Shturmit.

Teorema 3.1. Le té jené dhéné ekuacionet diferenciale:
uw'(x) + flx)u=0 (E1)
u'(x)+ glx)u=0 (Ez)

ku pér ¢cdo x EIS R ka vend mosbarazimi flx) = g{x). Le t& jeté @ njé
zgjidhje e (Eq) dhe ¥ njé zgjidhje e (E;) atéheré ndérmjet dy zerove té
njépasnjéshme té y2-sé ka té paktén njé zero té ¢-sé.

Ekuacionet diferenciale gé ne studiojmé mund té transformohen té gjitha né

formén kanonike (5), dhe kjo formé mund té riformulohet gjithmoné né formén
(12) me koeficientin shuarés konstant, mjafton qé @(t) = ¢, + ¢, exp(ct), por

né pérgjithési, koeficienti pérpara z(t) nuk do té jeté konstant. Pér ekuacione té

tilla, ende mund té& gjejmé njé ményré pér t& mos e eleminuar konstanten
shuarése ¢ né koeficientin §(x) té formés kanonike (13). Kjo konstante do té

pérpiget “haptazi” t€ kundérshtojé tendencat e brendshme oshiluese té sistemit té
modeluar matematikisht nga ekuacioni nén studim. Ndaj me studimin e késaj
tendece apo konkurrence ndérmjet shuarjes dhe lékundjes do té lidhet edhe
ndértimi i kriterit té oshilacionit. Ekuacionet (13) dhe (14) rezultojné né formén
kanonike pérfundimtare, pra

1
w" G + 62 |(x = ¢,)q(x) _E]u- -y (16)

Né ekuacionin (16) tashmé mund té pérdorim njé kriter té njohur krahasimi pér
zgjidhjet oshiluese pavarésisht se koeficienti pérpara w(t) varet nga

x(t). Teorema e krahasimit e Shturmit realizon njé “krahasim” té ekuacionit
(16) me ekuacionin e oshilatorit té thjeshté harmonik,

y'+ely =0 (17
kur konstantja £ tenton drejt zeros.

Pra, nga teorema 3.1 marrim se zgjidhjet oshiluese ndodhin né ekuacionin (16)
(dhe pér rrjedhojé edhe né ekuacionin (5)) kur (x —¢;)?q(x) —:11 =g2 -0, pra

né intervalin ku x-et kénagin mosbarazimin vijues:

1
g(x) = pro——E (18)
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Si¢ dihet ky kriter siguron ‘rrotull & njé kusht té nevojshém dhe té mjaftueshém
pér oshilacionet né zgjidhjet e ekuacionit (5) (Agarwal et al, 2000, 2002). Né
kété analizé, njé element befasues éshté prania e konstantes arbitrare ¢;. Kjo

konstante ishte e dobishme né eliminimin e singulariteteve té rregullta nga
koeficienti i ekuacionit (16), né kété rast kérkimi i zgjidhjeve oshiluese shmang
¢do pol (gjé gé do na krijonte probleme né teknikén toné) gé mund té pérfshihet
né termin g(x) té njé ekuacioni t& dhéné né formén kanonike (5). Pér shumé

ekuacione té matematikés sé aplikuar, singularitetet né koeficientét e tyre
ndodhin né x =0, ndaj éshté e pérligjur gé né kété rast té pércaktojmé
arbitrarisht konstanten ¢; = 0, dhe kriteri (18) merr formén:

1
at) > - (19)

Vlefshméria e kétij kriteri pér zgjidhjet oshiluese do té kontrollohet né seksionin
e méposhtém pér njé trajté té pérgjithshme té ekuacionit té Besselit me veti té
njohura oshilatore.

4- Intervale oshilimi pér zgjidhje té ekuacionit Bessel dhe Cauchy-Euler

Ekuacioni i Besselit i rendit ¥, i cili takohet né shumé probleme té fizikés
matematike dhe jo vetém, e ndeshim shpesh né trajtén:

t2y" +ty' + (kPP —yly =0,
ku k, ¥ jané konstante. Konstantja k& duhet té jeté e ndryshme nga zero.

Pas zévendésimit x = kt, ekuacioni merr trajtén e méposhtme Kklasike té
ekuacionit Bessel té rendit ¥,

2"+ xy' + (x2—yy=0.

Forma kanonike e ekuacionit diferencial té Besselit &shté si mé poshté,

- ?
¥+ iz )Y =0. (20)
Dihet se nga aplikimi i teoremave té krahasimit dhe té ndarjes sé Shturm-it gé
zgjidhjet (funksionet Bessel) oshilojné pér té gjithé x-et gé plotésojné kushtin,
|x] = |¥| (Temme, 1996).

TE njéjtin rezultat e marrim nése pérdorim kriterin e mésipérm (19), gé ¢on né
mosbarazimin:

11— 1
q{x]—(1+ = ]:}Emy = xlenlyl = Ixl.
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Ndér trajtat mé té thjeshta té ekuacioneve diferenciale lineare té rendit té dyté me
koeficient variabél, éshté edhe ekuacioni i Cauchy-Euler-it.

Trajta e tij, éshté si vijon:

n B r C ﬂ 71
y oy tgy= (21)

ku B dhe C jané konstante. Duke aplikuar né ekuacionin (21) transformimin e
Euler-it

x = exp(t), (22)

ky ekuacion merr formén e njé oshilatori harmonik shuarés me koeficienté
konstante

y'+Q -Bly' +Cy=0 (23)

Funksionet v dhe derivatet e saj tashmé jané né lidhje me variablin e ri té pavarur

t. Zgjidhjet oshiluese shfagen kur dallori D = (1 — B)* — 4C < 0. Ky pérfundim
eshté i mirénjohur nga teoria e ekuacioneve diferenciale té rendit té dyté me
koeficienté konstanté. Ky rezultat, € = % mund t& merret gjithashtu edhe me
teknikén e transformimit té ekuacionit né formén e tij kanonike dhe mé pas duke
zbatuar teoremén e krahasimit t& Shturmit.

Né ekuacionin (21) me anén e zévendésimit

ylx) = z(x) exp (—%J‘{% d.r]

domethéné
1
y(x) = z(x)x72°
marrim ekuacionin né formén e tij kanonike
| ( B 1 :] B ,
-4 +F C+E_EB z=10 (247

Nga teorema e krahasimit té Shturmit, pra nga (18) kemi

1(5 B 13_] 1
PEACF RN R

domethéné

(1 —EBF

c
S
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Zbatimi i kritereve té oshilacionit pér kéto dy ekuacione, por edhe pér ekuacione
té tjera sidomos té fizikés matematike, si¢c e pamé dhe mé sipér kérkon njohje té
aparatit té transformimeve kanonike sepse si kriter oshilimi po pérdorim vetém
njé né moriné e madhe té kritereve, vetém kriterin e rrjedhur nga teorema e treté
e krahasimit t€ Shturmit. Né seksionin gé pason, paragesim njé skemé té késaj
metode.

5- Rezultatet e metodés

Metoda, fillon té veprojé mbi ekuacionin (2) (madje edhe (1) né rastin mé té
thjeshté). Hapi i paré éshté kalimi né formén kanonike (5) té tyre. Né hapin e
dyté, duhet béré njé pérpjekje pér té transformuar formén kanonike né njé
oshilator harmonik shuarés (amortizues) me koeficienté konstanté né formén (1).
Atéheré kriteri pér zgjidhjet oshiluese mund té pércaktohet, si¢ dihet, fare lehté,
nga dallori i ekuacionit karakteristik té fuqisé sé dyté. Disa ekuacione té
mirénjohur, Cauchy-Euler apo Chebyshev mund té transformohen né ekuacione
me koeficienté konstanté né kété hap té programit. Né rast se hapi i mésipérm
nuk éshté i zbatueshém, njé lloj transformimi i ndryshém me t& mund té zbatohet
ende pér variablin e pavarur.

Né kété hap, forma kanonike (5) duhet té transformohet né njé formé né té cilén
koeficienti i derivatit té paré té jeté konstant. Kjo konstante pérfagéson
amortizimin apo shuarjen e “pastér” gé éshté e afté té kundérshtojé ¢do tendencé
oshiluese natyrore gé mund té kené zgjidhjet. Sé& fundmi, kur kjo formé
shndérrohet né formén e saj kanonike, amortizimi konstant ndodhet
domosdoshmérisht né koeficientin e késaj forme pérfundimtare, ku sigurisht gé
do té kundérshtojé lékundjen né pérpjekje pér té shuar oshilacionet dhe pér té
kaluar né njé situaté t& géndrueshme (zgjidhje té géndrueshme, eventualisht
pozitive apo eventualisht negative). Sé fundmi, aplikojmé teoremén e treté té
krahasimit té Shturm-it duke marré njé kriter (ekuacionet (18) dhe (19)) gé mund
té zbulojné intervalet e sjelljes oshiluese né kété hap té programit (figura 1).

|}-‘” +b(x)y +clx)y =0 Ekuacioni me koeficient variabél (2}|
Pol
|z” +g(x)z=0. _ Ekuacioni i paré kanonik (5}|
Pol
v+ By +Cy=0 Ekuacioni me koeficienté konstant (1)
nése nuk ka mundési
z'—cz' + e x—)qlx)z =0 Ekuacioni (12)

oot
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. . 1
w'{x) + ¢t [(x —c)qlx) — :1‘] w=0. Ekuacioniidyté kanonik (16)

Po

|j,-‘” + g2y =0. Teorema e treté e krahasimit té Shturm— it (1?}|

v

|Pérfundim: Intervali i Oshilacionit|

Figura. 1. Skema e metodés pér gjetjen e intervaleve té oshilimit

Pérfundime

Problemet bazé té Teorisé sé Shturm-Liuvilit jané dy: (I) Té studiojé konceptin e
ekzistencés sé vlerave vetjake (eigenvalues) dhe té funksioneve vetjaké
korrespondues (eigenfunctiones), t’i pérshkruajé ato nga ana cilésore dhe né njé
faré mase, nga ana sasiore. (I) Té provojé g€ njé funksion “arbitrar” mund té
shprehet si njé seri e pafundme e funksioneve vetjaké. Instrumenti kryesor qé
pérdoret né zgjidhjen e problemit té paré éshté Teoria e Oshilacionit, Kjo teori
zhvillohet mbi njé kuadér té pérgjithshém i cili nuk kérkon domozdoshmérisht
zgjidhjen eksplicite té ekuacioneve, kur ne nuk mundemi té japim njé zgjidhje
pérfundimtare pér to.

Né kété punim, ne kemi paragitur njé metodologji pér parashikimin e intervaleve
té oshilacioneve né zgjidhjet e ekuacioneve diferenciale homogjene lineare té
rendit té dyté, duke u mbéshtetur né sjelljen e koeficientéve variabél té tyre. Por
né kéto intervale, sjellja oshilatore e zgjidhjeve nuk éshté sjellja klasike e teorisé
sé oshilacionit, pra ajo e ekzistencés sé zgjidhjeve me njé numér té pafundém
zerosh. Vetia e oshilimit né kété rast pérfshin njé spektér mé té gjeré situatash,
pra edhe situatén gé lidhet me paragitjen e pikave kritike té njépasnjéshme té té
njéjtit lloj (maksimum, minimum ose pika infleksioni) né grafikun e njé
zgjidhjeje, qé tashmé e marrim si zgjidhje “oshilatore”.

Sugjerime

Ekuacioneve apo funksioneve speciale té rrjedhura nga fizika matematike dhe jo
vettm mund tu studiohen me kété metodé intervalet ku ato shfagin veti

oshilatore té zgjidhjeve té tyre. Konkretisht ekuacionet e tipit té Besselit,
Laguerre, Hermit, Chebyshev, Rikati etj.
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