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Pérmbledhje

Né kété punim jané pérdorur gjetjet teorike té metodave interpoluese, té cilat jané
kombinuar sipas efikasitetit pérkatés pér t’u implementuar né disa problema praktike.
Qé&llimi i punimit éshté optimizimi i fuqisés sé polinomeve gé mund té pérdoren né
modelimin e skicave t& ndryshme. Interpolimi éshté njé nga teknikat numerike mé
themelore dhe mé té pérdorshme. Né kété punim jemi fokusuar tek sistemet e funksioneve
splajne nga i cili mund té formohen té gjithé funksionet e tjera splajne me ané té
kombinimeve lineare. Kéto splajne pérbéjné bazén pér njé hapésiré té caktuar splajnesh
dhe quhen B—splajne, té cilat pérdoren pér dizenjimin shumé té sakté té formave standarde
dhe analitike si dhe té skicimit té kurbave e sipérfageve. B—splajnet gjenerohen lehté me
ané té relacioneve rekurente. Mé pas jané implementuar né modelimin e karaktereve té
animacioneve pér géllime t& modelimit té skicave té animuar dhe kaligrafi té shkronjave
me fonte té ndryshme.

Fjalé kyce: Interpolim, polinome interpoluese, splajnet, modeli B-splajn, nyjet
interpoluese, shumékéndéshi i kontrollit, nyje e shuméfishté.

Abstract

In this paper are used the theoretical findings of interpolation methods, which are
combined regarding to the respective efficiency and then implemented in some practical
problems. The aim of this work is the optimization of the order of the polynomial used in
modelling various sketches. The interpolation is one of the fundamental numerical
techniques ever used. In this paper we are focused in the systems of spline functions and
from the linear combinations of them. These splines are the base for a certain spline space
that is known as B-spline which are used for a very accurate design of standard and
analytical curves and surfaces. B-splines are generated easily through recurrent relations.
These functions are implemented in modelling the animated sketches and the calligraphy
with various fonts.

Key words: Interpolation, Interpolation Polynomials, splines, B-spline model, knot
vector, control polygon, multiple knot.
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Hyrje

Né kété punim jané trajtuar polinomet interpoluese, B-splajnet dhe disa zbatime
praktike té B-splajneve. Polinomet interpoluese jané té pérshtatshme vetém né
studimet teorike, ndérsa kur duhet implementuar, trajta e tyre éshté e rénduar, pér
shkak té veprimeve té shumta qé duhen kryer si dhe dukurisé Runge, e cila shfaget
né rastin kur numri i nyjeve rritet mjaft dhe rrjedhimisht shkalla e polinomit
interpolues é&shté e larté. Pér té mbetur tek interpolimi dhe pér té& shmangur
polinomet interpoluese té rendeve té larta pérdoren pjesé-pjesé polinomet. Né kété
punim do té pérgéndrohemi tek B-splajnet té cilat gjenerohen lehté me ané té
relacioneve rekurente.

Pérdorimi i B-splajnéve né njohjen e modeleve gjeometrike pérbén njé nga mjetet
kryesore t& modelimit gjeometrik ose pér té vizatuar trajektoren e lévizjes sé njé
pike (objekti). Né animacionet kompjuterike pérdoren kurba pér té pércaktuar
trajektoret né hapésirat tre-pérmasore dhe dy-pérmasore. B-splajnet pérdoren pér
modelimin e filmave té animuar dhe shkronjave té formave té ndryshme. Ky
paragraf i kushtohet sistemit té funksioneve splajne nga i cili mund té formohen
té gjithé funksionet e tjera splajne me ané té kombinimeve lineare [de Boor 1972,
Rogers 2001]. Kéto splajne pérbéjné bazén pér njé hapésiré té caktuar splajnesh qé
quhen B —splajne. B —splajnet gjenerohen lehté me ané té relacioneve rekurente
nga njé sistem nyjesh, xi né boshtin real. Pér géllime praktike, vetém njé bashkési
e kufizuar nyjesh éshté e nevojshme, por né trajtimet teorike éshté mé e lehté té
supozojmé gé nyjet formojné njé bashkési té pakufizuar gé shtrihet né gjithé

boshtin real. Jepet vargu i nyjeve X, X; <X,...,<X,.

X—Xj o«
——,Nese, Xj1x—1 F X
By =W, By + Q=W )B Ly wik(x) = {x”"‘l i
0, ndyshe

dhe W, , (X) - quhet funksioni peshé.
Né ményré analoge fitohet B-splajni i shkallés n, i cili éshté kombinim i
polinomeve té shkallés <n.

i+n-1

B..(X) =2 R ()X;(x)

j=1
B-splajni Bi'néshté plotésisht i pércaktuar mé ndihmén e (n+1) nyjeve
interpoluese X, X,,3,..» X, dhe shkurtimisht mund té shénohet:

BOX[X) Xiy110000 %10) =By
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Pérkufizimi 1: B-splajni i rendit (n+1) pér nyjet interpoluese té dhéna
Xis Xi 4119 Xi1ny1 PErcaktohet si mé poshté:

Bi’n+1(x) = (Xi+n+l - xi ) I:Xi ' Xi+1’ reny Xi+n+1; (t - X)EJ
ku:
(t—x)®> ngst>x

— )=
(¢ x)+{ 0 ngst<x

ku B-splajnet B, |

in

Pérkufizimi 2: Le t& jeté dhéné splajni S(X)=> o;B,
jané té pércaktuar né vargun e nyjeve Xy, X,...,X,, dhe shumékéndéshi

P,,P,...,P, icili ka kulmet né pikat P(X ;) ku

i+l i+2 i+n-1

e XX X
5= n—1

quhet shumékéndésh kontrolli, ndérsa pikat P quhen pika kontrolli.

Shumeékéndéshin e kontrollit e shénojmé C, , dhe vlen teorema e méposhtme.

Teorema 1: Le té jeté C, shumékéndéshi i kontrollit, i cili shogéron splajnin

S(X):Zloci B, nga bashkésia e splajneve S, ,, atéheré éshté i vérteté

n,x?
mosharazimi:

|S(x)-C, , [sksup(x;,, — x,)sup(D*S(t))

Kjo teoremé tregon se shumékéndéshi i kontrollit konvergjon te splajni sipas
faktorit SUp(x;,, — ), domethéné sa mé té dendura té jené nyjet aqg mé shpejt ai
i

i+1

konvergjon te shumékéndéshi i kontrollit.

ZBATIME TE B -SPLAJNEVE

Njé kurbé splajne éshté njé bashkim i disa kurbave gé jané té lidhura sé bashku
pér t& formuar njé kurbé té vetme té vazhdueshme. B-splajnet pérdoren pér
modelimin e karaktereve té animacioneve pér géllime t€ modelimit té filmave té
animuar dhe shkronjave me kaligrafi t€ ndryshme. Modelet e B-splajne u
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pérmendén pér heré té paré nga Schoenberg [Ma et. al 2004]. Fillimisht, zbatimi
praktik i kurbave dhe sipérfageve té B-splajneve ishte i kufizuar nga
pagéndrueshméria e algoritmeve pér llogaritjen e tyre. Kjo pengesé u zgjidh nga
Cox dhe de Boor [de Boor 1972] té cilét propozuan njé algoritém efikas pér
llogaritjen numerike bazuar né modelin rekursiv. B-splajnet rezultojné té jené njé
prej mekanizmave mé té fugishém pér té ndértuar forma shumé té konplikuara.
Metodat gé pérdoren pér rritjen e fleksibilitetit té kurbave B-splajne bazohen né
dy teknika [Rogers 2001, Ma et. al, 2004]: (i) rritja e rendit té splajnit, (ii) futja e
nyjeve ose si¢ njihet ndryshe nénndarja.

Nése [S, = [BE(t) B¥(t) ... BX(t)]" éshté bazé B-splajne e pércaktuar né formé
vektoriale, atéherg,

n
SePit) = STP =) BEOP , t € [te-ntnsn)
i=0

éshté kurba B-splajne e pércaktuar me ané té pikave té kontrollit P = [P, ... B,]".

Eshté e qarté se zgjedhja e funksioneve bazé dhe zgjedhja e pikave té kontrollit
ndikojné ndjeshém né formén e kurbés B-splajne. Avantazhi i rritjes sé rendit
éshté se kurba B-splajne ruan Iémueshmériné, dhe ndérkohé gé zbatojmé teknikén
e nénndarjes, zvogélohet diferencueshméria né nyjet ekzistuese, e cila
drejtpérdrejté varet nga shuméfishiteti i pikave té kontrollit. Nése pikat e kontrollit
jané me shuméfishitet njé, zbatimi i nénndarjes zvogélon diferencueshmériné deri
né rendin (k — 2). Duke rritur shkallén e kurbés B-splajne, lakorja e re duhet té
jeté identike me lakoren origjinale, dmth

n+1 n+1

Se(P;t) = Z BF()P, = Z BF1(t)P;
i=1 i=1

ku P;" jané pikat e kontrollit pér lakoren e re.

Kurba B-splajne e njé rendi mé té larté béhet mé e buté krahasuar me
shumékéndéshin e kontrollit. Gjithashtu, prezenca e elementéve té shuméfishté né
pikat e kontrollit pér funksionet e bazés B-splajne, pérkthehet né ndértimi i lakores
B-splajne mé afér shumékéndéshit té kontrollit. Fleksibiliteti i kurbés B-splajne
gjithashtu rritet né qofté se fusim elemente shtesé né pikat e kontrollit.

Ekzistojné dy metoda themelore té futjes sé tyre. Metoda e paré pérdor té ashtu
quajturin algoritém Oslo té zhvilluar nga Cohen [de Boor 1972, Rogers 2001, Ma
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et. al, 2004] dhe algoritmin Prautzch, i cili konsiston né futjen njékohésisht té
pikave té shuméfishta.

Metoda e dyté, e zhvilluar nga Boehm konsiston né futjen né ményré té pérséritur
té njé pike té vetme né vektorin e pikave té kontrollit. Le té jeté njé kurbé fillestare
e shogéruar nga vektori, e tillé gé:

S(P;t) =yt B{‘(t)Pi v TE [ty ty, o tnyks]
Kurba e re, e cila merret pas futjes sé njé pike té re kontrolli pércaktohet nga
Ri(P;s) = Zj'n:ll M]k(S)Cj T7 € [Y1, Y2, o Ymrk+1]
m > n, éshté vektori i ri i pikave té kontrollit dhe Sy (P; t) = Ry (P; s).
Pér té pércaktuar pikat e reja té shumékéndéshit té kontrollit pérdoret algoritmi

Oslo.

Cj=2aiji 1<i<n, 1<j<m,

ku a{fj jepen me relacionin rekursiv té méposhtém

ak. _ {1 ti < y] < til

k] 0 ndryshe
ak _ YVj+k-1"ti k-1 , bj+kYitk-1 k-1 nt+l,k _q
H tivk—1—t; “J tivk—ti 1) Ai=1 g )

B-splajnet pérdoren shumé né krijimin e grafikave kompjuterike. Né vijim po
paragesim zbatimin e B-spajneve né modelimin e kaligrafisé sé shkronjave té
dorés. Zbatimi i paré, i referohet modelimit t& numrit 6 (gjashté). Né kété rast kemi
punuar vetém me njé shumékéndésh kontrolli, por kemi pérdorur polinome té
rendeve nga dy deri né shtaté.

Duhet té kemi parasysh gé rindértimi i kaligrafisé varet nga nyjet qé merren né
kaligrafiné gé duhet riprodhuar dhe kjo metodé ndérdhur avantazhet e kurbave B-
spajne té kombinuara me kurbat Bézier.

NEé grafikun e paré éshté paragitur shumékéndéshi i kontrollit, dhe né rastet e kur
kemi ndértuar kurbat B-splajne té rendit té treté dhe té katért, spajni i pérftuar
éshté tangent me shumékéndéshin e kontrollit, e ndérsa rendi i polinomeve rritet
VvEémé re gé rritet 1émueshméria e kurbés, por largohemi nga shumékéndéshi i
kontrollit. Theksojmé qé kemi pérdorur splajn té shtrénguar, gjé e cila na mban té
fiksuar né nyjet ekstremale té kurbés gé kérkojmé té pérafrojme.
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Figura 1.1. Zbatimi i B-splajnit pér modelimin e numrit 6 (gjashté).

Né Figurén 1.2 do té pérdorim sérisht njé shumékéndésh kontrolli pér té modeluar
shkronjén ‘e’ té dorés, por né ndryshim nga modelimi i numrit 6 (gjashté) kétu do
t& marrim mé shumé nyje interpoluese. Kurba B-splajne e pérftuar nga rendi i treté
deri tek e rendit té pesté nuk shképutet nga shumékéndéshi i kontrollit, pra éshté
tangent me té. Po ti referohemi Figurés 1.3 né té cilén paragiten kurbat B-spajne
nga rendi i katért deri né rendin e nénté, véné re shképutja nga shumékémdéshi i
kontrollit arrihet pér funsionet splajn té rendit té nénté.
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Figura 1.2 Zbatimi i B-splajnit pér modelimin e shkronjés ‘e’, duke pérdorur polinomet
nga rendi i treté deri né rendin e shtaté.

Grafiku per k=4 10 Grafiku per k=5 10 Grafiku per k=6

Figura 1.3 Zbatimi i B-splajnit pér modelimin e shkronjés ‘e’, duke pérdorur polinomet
nga rendi i katért deri né rendin e nénté.
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B-Splajnet né ndryshim nga kurbat Bezier rindértojné njé lakore té caktuar nisur
nga nyjet interpoluese me mé shumé saktési [Chen et. al, 1995, Vinh et. al, 2012,
Prabhu et. al, 2019], dhe kjo vjen nga fakti gé si¢ &shté paragitur né Pérkufizimin
2, B-splajnet kérkojné mé shumé informacion dhe konkretisht, nevojitet ndértimi
i shumékéndéshit té kontrollit. Né figurén e méposhtme éshté ndértuar shkronja
‘0’ me njé kaligrafi pak té vecanté dhe pér té jané marré né shqyrtim dy
shumékéndésha kontrolli. Vihet re se jemi né njé situaté té ngjashme me shkronjén
‘e’, pra prezenca e shumeé pikave nyjeve dhe pér t’u shképutur nga shumékéndéshi
i kontrollit nevojiten B-splajne té rendit mé té larté se nénté.

Grafiku per k=2 Grafiku per k=3 Grafiku per k=4
10 10 10 -
5 5 5
0 0 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10

0 Grafiku per k=5 10 Grafiku per k=6 10 Grafiku per k=7
o9 Q

¥ o¥:
c/j> )
5 5 o8 5 S
q q
4 {
0 0 co 0 L Beo
0 5 10 0 5 10 0 5 10

Figura 1.4 Zbatimi i B-splajnit pér modelimin e shkronjés ‘g’.

Qéllimi i kétij punimi éshté riprodhimi i kaligrafisé sé dorés dhe né Figurén 1.5
jané€ paraqitur shkronjat ‘eg’, ku jané pé€rdorur 3 shumékénd€sha kontrolli,
pérkatésisht i pari pér modelimin e shkronjés ‘e’, dhe dy té dytét pér modelimin e
shkronjés ‘g’. Né Figurén 1.5 jané pérdorur dy kaligrafi t& ndryshme dhe kjo pér
té dhéné idené e larmisé sé kaligrafive gé mund té skicohen.
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Figura 1.5 Zbatimi i B-splajnit pér modelimin e shkronjave eg duke pérdorur B-splajnet
deri né rendin e shtaté.
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Fleksibiliteti i ofruar nga pérdorimi i B-splajneve éshté njé tekniké potenciale pér
té modeluar kurba me forma gjithnjé e mé té komplikuara dhe pa vendosur
kufizime mbi numrin e pikave té infleksionit, pasi edhe pér té njéjtén figuré mund
té pérdoren shumékéndésha té ndryshém kontrolli. Disavantazhi i késaj teknike
éshté trajtimi rast pas rasti i secilit model, pasi ndryshimi i pikave nyje dikton njé
bashkési pikash kontrolli t&¢ ndryshme dhe kjo e bén té véshtiré ndértimin e njé
pakete apo M-file g& mund té procesoje ¢do rast, me té dhéna hyrése variabél
[Jayasundara et. al, 2019, Frings et. al, 2020].

Pérfundime

Interpolimi éshté njé nga teknikat numerike mé themelore e mé té pérdorshme.
Me ané té tij pérftohen metoda té fugishme dhe efikase pér zgjedhjen e
problemeve té teorisé sé pérafrimeve té funksioneve, té diferencimit dhe
integrimit numerik. Né kété punim jemi fokusuar né implementimin e B-splajneve
pér riprodhimn e shkrimit té dorés.

B-splajnet pérdoren mjaft gjerésisht né modelimet tre-pérmasore. Ata kané njé
pérparsi ndaj kurbave Bezier, pasi jané mé té buta dhe mé té lehta pér té
manipuluar me to falé pikave té kontrollit.

Mbetet modelimi dhe njohja e firmave dhe ajo gé éshté mé e kérkuara njohja e
firmave, si dhe pse jo edhe ajo e njohjes sé shenjave té gishtérinjve [Ma et al 2004,
Oden et al 2003], té cilat aktualisht kryhen me ané té pérpunimit té imazhit dhe
analizés sé valézave.
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